Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



I 



■ Google 



izs. 



■ Google 



■ Google 



,1 Google 



■ Google 



oHficwctneii «rttlimcttl. 



Smeitet S^etl. 



D,g,t7„lb,.GOOglC 



D,g,t7„lb,.GOOglC 



CeQröucO 

in 

gemeinen $(ritl|ntetif 

jnra 

#<ttrau(^e an pl)c»n fttiranßalten 

Hat beim 

®elbfiftn»tum 



Dr. tttl Sjll, 

SiDfiffDi am VbimtAmlum in Sailliutl. 



iibitiatiottStc&re, ben biiioini{if)en ®(i^, bie SSa^rfd^einliAleitSrecdnung, 
aiif bk ment^tic^c ®tetfati<f)leit giünbenfteit ffla^nungäarttn, bie 
&tcid)uiigen unb bic (fiiilcitung jutüe^re uon ben Xtetenninanten, mb^ 
500 ^Ipielen unb Utbunglaufgabm enttKiItenb. 



anritt, Dttbrl^nc aui Dtrachrtt AnRogi. 



1873, 
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Üorwort jur ttfitn hinflogt. 



!©er corliegenbe jlDette "S^äl umfap in Dier Stbfc^nitten ; 

gomfeinationste^re, bcn binomtfi^en ®afe, bie 
i^rf^cinltc^teitstec^nunfl unb bte fic^ auf bie 
nfc^Iii^e ©terbli^feit gtünbenben iRec^nungS» 
ten. ©ämmtt^e ®ä^c würben tuxä^ numctifd&c iSetfptele 
iutert unb am ©nbe etneS {eben äbfcfmittc« fceflnbet fii^ eine 
:äi$tlic&e Stuia^l Bon UebungSaufgafeen. ®ie iRefuttote ^ier^ 
nebft Slnbeutungen ju i^rer liiffinbung fiub aU Sn^ang in 
!in fce[onbeten §efti^en erfc^iencn. 

Um beu testen 2l6fc!&nitt, welcher bie Bei iRenten= uub i^eöenS» 
|ii$eruiig§anftalten 'Dortommenben Mec^nungSaiten umfaßt, füt 

®e6rau^ fceim Untetric6(e möglt^ft jmedmä^g anäuorbnen, 
e ii$ fämmtlii^e für bie ^raji« wichtigen gälfe a\ä aüge» 
ne 3tufga6en fee^anbett unb beren 3luf[Bfung burc^ 33eifpiete 
er ettäutcrt. SBenn gleich biefer ©egenftanb ^ätte in türjerer 
ife fcatgeftellt Kerben EiJnnen, fo gat t(^ boc& bei ^ier gewählten 
^nb(ung«art ben Sotiiig, loeit fie mir geeigneter fc^ien, bcn 
■änger mit bem fcetteffcnben Stffen^jroeige ted^t tertrout ju 
^en unb i^m baö Sietftänbntß beffet^n ju erleii^tetn. 
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g« tft leibet eine betonnte a^atfa^, baß gcrobc bem ge» 
nannten, fo tief in bafl ptattif^e ?e6en eingreifcnbert ®ebtete 
ber Siot^matil an unferen Se^ronftalten t^eifö (eine, t^cil« 
nur eine fc^t fleringe ?[ufmerlfainfeit gefd^entt loirb. Sic für 
ben Unterrii$t Beftimmten ge^rbüc^er entölten bacon in ber 
9(egel taum baS 9}ot^bürftigfte, unb be^anbetn fetbft biefeS in 
•einer SBeife, bafi eine ^nlvenbuna bet gewonnenen ß^ten 
auf (iraftifc^e Seifpiete bei ber biefem ©egenftanbe meift nur 
ipäxÜi) jugemeffenen 3*Ü unmöglich ift. (&S Werben nämtic^ 
- faft buri^Wea bie SRefuttafe ber einjelnen bei 9ienten* unb ?eben8= 
eetfic&erunflfn corfomntenben gälle mit ^uflninbelegung ber SBJa^r» 
ft^einli^feitSrec^tiung entmiifett unb in 9?ei^en bargefteüt, bereu 
©ummirungen bei ber Änwenbung ^Bt^ft weitläufig unb jeit' 
raubenb finb. iCtc tStufü^rung con 3Ber(en, wett^ biefen @egen^ 
ftanb ftiecieU be^nbetn, würbe bem S>''Of^^ ebenfaUd m^t entf))rei$en. 

Um bem oben ermähnten SBorWurfe ju begegnen unb auc^ 
baö ^itaniie^ttt numerifi^er iBeifiiiete in ben Unterrüi^t ju 
erleichtern, ^be tc& bie ^ter^er gehörigen gragen fo au«fü^lic& 
bcfeanbett, als eö nur bet B^ed eines 2e^tbu(^c« etlaubt, fämmt* 
lii^e iRefuItote in eine gut tobellatifcfeeu iÖete^uuug bequeme 
gorm gebraut unb au bem l£nbe beS ^üdfts in ben S:abeUen I. u. II. 
bie jur Söfung t)raEtifd()er Seifptete nüt^igen Sert^e für 3:- unb 
4t]tojentige hülfen tnit 3usi^>"i^^^Sii>f9 ^^'^ ^umann = ®üg^ 
mitc^'fc^ ©terblid^feitötabefle unb fiebenfteßiger Logarithmen 
jUfammengeftelft. 

35ie Unterfu^ungen noc^ weitet auöiube^nen unb bie a3e= 
rei^nung bc8 iRefeioefoubS u. bgl. auftune^men, ^ielt ic^, ats 
bie ©renjen eineö für ben Unterri^t beftimmten i'e^rbuc6eö übet' 
fteigeub, uid^t füt rat^r^'U'' äißer fic^ einge^enber mit bem 
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©tubüini be§ in Wut fte^cnben SBiffcnöimeigeS ju tteft^äftigcn 
ttünjt^t, .finbet retc^lii^eS 2Rotcriat in ben Schriften Ben aSre» 
mitcr, 3a^n, ®fifeer, SBicsanb, Stfc, 3il!iner u. ^. 

Sollte bieff Strteit bem fielet einige ©rteic^tetung Beim 
Unterri^te gettiä^ren unb bem ©tubirenben jum leichteren 3itx< 
ftänbniffe um äöerten öet^elfen, »elc&c (ic:^ mit ben ^iet it" 
^nbelten XiiSd^slinen fiwciellet befaffen, (o würbe ii$ mic^ bo» 
burc^ reic^licfe für meine SWü^e Belohnt füllen. 

eailSvu^e im Siäxi 1364. 
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DortDort ßt jtDelttn MMof. 



genwärttfle stBette äuffage unterfc^eibet \i6) ton bet 
n ganj fcefonbet« bun^ bie aufnähme jtoeiet toetteren 216-= 
, bie «c^re tjon ben ^i>^e.ten ©Icic^unflen mit einer UnbC'^ 
I unb bie ©nteitung jut ße:^te Bon ben Xieterminanten 
:enb. 

e ^B^eifen ©Icic^ungen finb 0108111$^ ausführlich 6e^onbctt, 
tb, bcm ^mdc be« S8ui$eS entf^JiCT^enb ßon ber Sü^eorie 
leterminoirten .nur i'd öief aufflenommcn mürbe, als jur 
n ©egrünbung ber Sluftöfung einefl ®^ftem3 linearer 
mgcn erforbetlic^ tft. S8 genügt bicfeS offenbar für ben 
Unterriijt nnb als 5Bßr&crettung jura ©tubium.ccn aSerlen, 
biefen ©cgenftonb .umfaffenber ab^beln. 

:tISnifie, im Qanuor 1873. 
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2)ie (Sombinationdle^it. 



§. 1. ©cfläntnaen. 

1) 2)it €onibitiationdlef)re ober @l)ntaFt([ E)at 
gum ®fgmfianbe: aufl gefle&enen SJingen (®rö^en ober ^at)ka) 
allt ttntbattn ^ü{ammcn^tUünQtn unter fießimmtcn 
aJormiSfe^ungm ju Mtben, foreie t>(e Mnjfl^I bitfer aJerbin* 
tungen ju Eießimiiien, o^ne biefelbeti tvirflic^ mifjuflenen. 

2) 3ebe folt^f gSer&inbung ^eißt eine Somplexion unb 
teten Seftanbtljeile werben bie Slementt berfetben genannt. 

3) 3"' fflejeirfjnung ber Elemente wh^lt man öewötmlitf) 
Su^jiaben obetä'i^tn, unb fugt aWbann eine ©ompltnon 
fei georbnet, roenn bie Elemente btjfiglfd} in alv^ibetifdiei 
Otbminfl, ober in ber Orbnung unfcrer 3»»!)'^«"'^« »ff'fn einanber 
fielen; im nnberen gaUt ^eift (ie ungeorbnet. 

4) @ine @oin)}letion Wirb nact) bcm äu^erßen @CeineiHt 
jur Sinlen t>enannt unb ^eißt oon ^Öljertin Stange a\& eine 
anbere, wenn an einer fröfieren ©teUe jur 8in(en ein (n btr 
nntürliäien Orbnung fliMer vorfomnienbe^ @leintnt fle^t, ali 
in biefer. 

©0 finb j. ©. adbc unb abdo jwei Kouiiilerioneit 
von ber Orbnung a, aber jene i(l von I)ö^erem Stange aii 
,efe, »eil d in jener Somplerion an ber äroeiten, in biefer aber 
fl an ber britten @teQe flet}t. @benfo ifl bie gomplerion 
2534 von I)öl)erem Stange al9 12354; beibe aber finb von ber 
irbnung 1. 

^vif, iBetinciiii «[ii[imr:il. II. }. 8lnfl. ' 
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2 ttrper »f^irttt, 

5) 3n Stgug auf btt Stnjabl bn @Itnirnte iß tint Sone 
pterion »on b« trpen, jmeiitn, .... nttn Äfofft, k n«'^' 
btm fit tfjüglit^ aud 1, 2, 3, .... n SItmtntm btßt^t. dam' 
ißltxiomn btr er^tti Älaffe »erbtn au^ Unionen, foldjt btt 
jrodtm Älafff ©inioiitn, ber britten Älafft Srrniontn, btr 
vintcn Alafft Duatt rntonen u. f. f. genannt. 

6) j^fnfii^tlicl) ber Elemente felbft nntfcfi^etbet man @omi 
pltiionen o^ne 3Siebei!)i)Iung, mcnn rämmtlii^e @lrmente 
von etnanbei veTf4)>eben {tnb, unb Sompleriontn mit 
SBieber^otung, tpenn ein unb baffelbe (SIement metfrinalS 
barin »orfonimt- 

So ip j. S. abcdf eine Somplerion oljne 3BieberI)i)lung, 
bagtgtn aabbbc eine fo[(f)e mit ^tebctlioluiif). 

7) 3f nai} ber Slrt brr Silbung ber @om})Ierionen aui 
gegebenen ISIementen unterfet)tibtt man in ber (^ombinationftletfre 
biti $au))tt()etle, nämitct;: 

1) b&i ^eimutiren ober SJerfetsen, 

2) ba$ Sombiniren ober 9)erblnben, 

3) bfl* SBntiiren ober SJerbinbeii unb SJerfeften. 

A. Das )Oermntircn. 

§.2. erflftrmtgen. 

1) SQerbtn n gegebene ISlemenle fo oft ali nur möglii^ in 
einer anberen Orbnung neben einanber grfteUt, fo nennt man 
biefe Operation baj ^ßermutiren unb jete äufflnimenficaung 
obtr (£om))Ierton eine ^ermutationdform ober fuijljin eine 
$trmutation. 

2) 2)ie Aufgabe be« .^ßetmutirenfl roirb butd) a3otfe(ten be« 
3ei<^en0 F vor bie ju permutirenben @[emente angebeutet. 

®o wirb j. ©. burc^ P (abcd) auögebtüift, ba$ bie Bier 
tSlemente a, b, c, d permutirt »erben foüen. 

3) !t)ie 9lnjat)I aDer mögüi^en $ermutalionen gegebener 
Elemente wirb butc^ bie entfptei^enbe ^etmutationdjaf 
befttmmt. 

Um audjubrüden, bap man ni<l}t bie ^ennulatton fc(b 
fonbern nur bereit ^njaCfi ju I^aben n^ünfc^l, fügt man be 
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Sie ffiomfeinotioitStefitc. 3 

itiondjn(f)m P rf(f)l« untm bie SInjal;) b« tirgfbtnm 
e &ei. 

t)ci$f j. S. P, man fott bie Snjaftl nlitr ^ßeninita* 
iDit n (Elementen angebtn. 

ib utiltt bm n @Irnifiitfn aber nur tfni'ge, j. $. nur 
(Rieben, bie fitf) a'fo roieberljolen, unb fommt efraa ba« 

bad anbete p unb bo« btllU q mal sor, fo mirb bie 
rnbe *]?eniiutationflia^I butc^ P n angebeiilet. 



§. 3. ^tiung bet ^enmitationcn. 

: gegebene Sleiiienle ^u petiiiulhfn, ufrfrtljre man auf 

Sßeife:' 

in fi^reibe bie Elemente juerft »on bet Sinfen gegtu 
jte in narürlicfjer Otbnung neben einanbet unb (eile 
i biefet niebrigfien ßomplriion ber SReilje mä) bit auf 

folgenben l)5I)eren ßoirplerionen in bet aSeife Ijet, baf 
n rtd&tfl gegen lintö an bie Stellt beö erfien niebtigeteu 
e6 bflß rechte fie^eitbf ^öljere (SIemfiil fepi, alle (5ieniente 
en Bon biefet ©teile mi abtt unoetflnbett löö' unb bie 
(SIemente gegen bie Stec^le in natürildjer Otbnung an« 

Iiiefee aSerfüftren iviebet^ole man fo -lange aI8 niögli*. 
i(^ roitb man jut Ijöc^flen ^ecmutalion gelangen, toele^e 
cfe bie »otgelegten Elemente in umgetetjttet Reihenfolge 
ifl. 

eber^oEen fu^ einjflne (Elemente, fo bCeibt bie Silbung 
felbt. 
c @r(Auletung folgen nac^ßetienb einige 

»eifpiele. 

» f (•») - { t 



2) P (abc) -= i 
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3) P (abbcc) = 



4) P (1234) = 



&bbcG bbcac 

abcbc bbcca 

abccb bcabc 

acbbc bcaob 

acbcb bcbao 

accbb bebca 

babcc bccab 

bacbc boobft 

baocb cabbc 

bbacc cabcb 



caobb 
cbabo 
cbaob 
obbac 
cbbca 
cboab 
cbcba 
ccabb 
ccbab 
ccbba 



1234 2134 8124 4123, 

1243 2143 3142 4182 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4821 



Snmtirliing. «npatt P (abbcc), P {112333) u. f. ». f&xäU 
man m^S au* pt afiKitjung P (ab'c'), P (1'23') k. unb nennt aie= 
bann bie on bct ©teue bet tSrponmten Ite^nitn Sagten bie äSiebct- 
^olunflSefponentcn ber bctteflenben Elemente. 



3)ie ißfrnmtatioiien gegebener (SIemente Inffen 
fic^ immer fo nnottmcn, bnf jtbe Komplerion au« 
ber nät^ft »or^ttge^enben ButtJ) SBerUuft^ung »on 
nur jiDei (SItmenten entfletft. 

Semeiö. aHfln lanii offenbar feoen: 

P (ab) = j Ja ^ '''^'"'^ = ' *'^*' ''"^ '^'^^ 



P (abc) = 



P (abcd) = 



acb bac 

abcd bdca cabd dcba 

abdc bdac cadb dcab 

acdb bcad ebda dbac 

aobd bcda cbad dbca 

adbc bade cdab dacb 

, adcb bacd cdba dabc 



cba 



MJorau« Ijemorge^J, baß obiger ©aj för 2, 3 u. 4 Elemente 
ridjtig ift. 

Se^mm wir nun an berfefbe gelte nttgemein föt bie d ®Ii 
mente b, c, d, . . . . x, y unb bie 5iJetmutaHonen tiefer Clement 
feien in ber ©tifc georbnet, baf jebe folgenbe an« bet näc^f 
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2)je SutntiinatiDnSIcbtt. 5 

Bor^ttgt^enben bucrf) SÖtrtaufrfiung »on nur jiDci Sltinentm er» 
IjoUeii roirb, fo fifiiimen bie 5(Jeniiutatiomn, meldjE er^attm 
rcetbfit, lotnn man jft)« 6omt)IeriDn jener n eiemenU nocf) ein 
(n + 1) tea (SItment a tjorfejt, in ber angeführten Sigenfrfjaft 
mft btn urf)>(flnglid)tn $etmutationen übectin. 3n bec legten 
$etmutation6form nrrtfluft^e mtin nun b mit a, fo bof affo 
biefc Somt^lerion von ber Orbnung b niib, orbne aüt $ermul(i' 
' tionen bei nad) b |lef)enben n (£(emente loieber fo, ba$ iebt 
folflenbe ouS ber n&i)^ »orfierge^enben burt^ ffiettaufc^unfl Don 
nur jwei ®(ementen entfielt unb fefe jebtr ber erhaltenen Som= 
pletionen b uor. 3n ber legten biefer *)Jermutationen tjertaufi^e 
man nun c mit b, orbne alle ^ermutationen ber nat^ c ffe^enben 
n Slemente »ieber bei 9lrt, b(if jebe folgenbc aü6 ber nfldjji 
t>orI)erget)enben burd) SSertaufdjung Don nur jwti Elementen er* 
Ratten toirb u. f. m. 

gä^rt man fort in biefer 2Beife ju operiren, bi« man ft^Iieß* 
li(^ aUen ^ermutationen ber n Elemente a, b, c, . . . . x olS 
(n + 1) tefl eiement y uotgefeet Ijat, fo fmb bie (n ■+- 1) Sie* 
mente auf bie geroflnfdjjte SBeife angeorbnet. 

Do nun obiger ©aft für n = 2, 3 u. 4 af« ridjttg erlannt 
TOutbe, fo iß er nadj ffiorfie^enbem auc^ für n = 4 + 1 = 5 
unb fomit wieber für n = 5 + 1 = 6 «. f. f. b. t|. «D* 
gemein rit^tig. 



1) Um burd) 93ertauf(^ung »on nur jwei Elementen bie 
*|Jermutotion 

1, 2, 3, 4, 11—2, Q-1, n 

überjufü^ren in: 

n,n — 1, D — 2, n — 3, 3 , 2,1 

fann man jueifl 1 mit n, bann 2 mft n — l, ^itmat^ 3 mit 

n — 2 u. f. U). »ertaufdjen. S« finb atßbann g ober — = — 

Idjer SBertaufi^ungen erforberlic((, fe nadjbem n gerabe ober un» 
;rabe iß, ba im jwetten %aüt baff mittlere (Slement an feiner 
■teOe verbleibt. 
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fi ffirlln afcfdinitl. 

So fiiib j. ©. jum Utbtrganfle ber gönnen: 

123, 1234, 12345, 123456, 1234567 
in 321, 4321, 54321, 654321, 7654321 

1, 2, 2, 3, 3 

äjfrtauf^ungtn trforberlii^. 

aufgabt. ©c^rtUiet biefe ^rtaufi^uiigut nieber. 

2) ü&jit man jii| leid}t Abnjeuflt Eann btt Stnocbnunfl 

1, 2, 3, n — 2, a — 1 , Q 

in n , n — 1, n — 2, 3, 2, 1 

nitc^ (luf folgeiibe 91tt äbetgefü^rl werben. Wai\ »erlaufctjc'ju« 
«p bn SKti^e na^ 

1 mit 2, 1 mit 3, 1 mit 4, .... 1 mit n — 1, 1 mit n 
unb gelangt alSbann jur gotm: 

2, 3, 4 n — 1, n, 1. 

^ienn vettmifdre man niebei bet Steitje nai) 

2 mit 3, 2 mit 4, 2 mit 5, 2 mit n — 1, 2 mit n, 

iDObuii^ bie ^mnutation 

3, 4, 5 n — 1, n, 2, 1 

etl)alten wirb u- f. w. 

Wim txUnnt a\xi biefer Silbungtoeife fofort, bof bic 
3(njal)l b(T ciforbetIi(^en 93ettaufd}ung<n äbereinßimmt mit ber 
3o^I, roelctjt außbrüift, luie ofimaia man Don n SIementen jebe« 
@(enient mit jebem aUer folgenben verbinbm fann. £a bitfed 

abtx auf — ^^ SSrten gefdje^en fann, fo ifi auc^ bie an* 



jaf)i bet erforberlidjeii fflertaufdjungen 



n (n - 1) 



aufgofie. (SntmttteU bie in 1. uorgdegte Äufgobe ouf bie ffcen 
btjeii^nete a2ei|et 

3) Die 3«^len ° ober ^-^ einfrfeit« unb ^-^^^::-i^ 

anbnerfeit* ftnb Pet« gleittjjeitifl gerabe ober ungerabe. 2)eim 

= 2». ,°-<^ 



färii-4m ifi ^ =2m , !^^-U-2ni(4in-l) 



> ii^4m-}-l„- 

. n_4iii+2„ -° -2m + l,5^~— >_(2ni + lX4m+' 
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Sie SomWnationStrtire. 7 



%. 5. %nf,atfi. btv ^Srnnutationen. 

1) @tn @({m(nt lä$t nur eine ^ermutotton gu. 
Jtoinmt nod) ein jioeite^ Clement ^inju, fo I^inn ^ief'^ 

na(^ unb »or bfm nfJen f)tt)en unb man eit^äU fomit für 
jttwi Elemente 1 . 2 ißerniuttiHonen ob« 
Pj = 1 . 2. 
Sfigen toir no(ft ein "b rittt« tSIemeni t)inju, fo tann bitffS 
in jebtr btt voi^erge^enbm jtoei ^ecmutattonen toifber brei orr« 
f^iebene Stellen einneljmen, nAmlid] nat^ bcm jmtften @Ienientt, 
jlBift^en btm erjtm unb jtntitm unb »or bem erfien ©leraente. 
3)Ian erl}&lt fomit mi iebei €omt)lenon bet '^ermutationen jtvder 
@lemtnte bur(^ ^ingufügen tined britten @Itmenlt4 biti @om; 
pftrionen mit btei Slemmten, alfo im Oanjen 1.2.3 ober 
6 €om)}luiDnen unb ti i9 ttmnai) 

Pg = 1 . 2 . 3. 
gäbtt man in biefet Sßeife fort, immer neue Stnnente liin' 
jupfügen, fo jinbet man bie Mnjfl^l bet '.ßermutfltionen »on 
öitt (SItmenten ober 

P, = 1 . 2 . 3 . 4 
unb atigemein bte S(njaE)I von n Stemtnten ober ' 
P. = 1.2.3.4...(d-1) n. 
'SStaa nennt ein foli^ed ^JJrobuft ber in natäilidjet Crbnung 
aufeinanbet folgenben S'^ijUn uon 1 bi« jh irgenb einer 3"^! n^ 
bie gafultät Don n unb bejeiiijnet foli^e hirjlfin buri^ n! 

^lentAd) eit^Alt man aifo anäi für bie ^nga^l ber $«> 
mutationcn von n Elementen oljne SQSieber^oiung: 

P. =■»! (1) 

2) Um nun bie 91njat)l ber ^ermutationen ,ju beftimmen, 
isenn unter ben n ^a peimutirenben Elementen m g (ei die 

_Dortommen, betütfjti^tigt man, ba^ wenn fämmtlitfte Elemente 
son einanbei verfditeben nären, man d! ^ermutationen erlialten 
würbe, ^a nun aber m Elemente allein m! ißermutattonen 3U» 
laffen, fo jerfaQen jene n! 9}erfet)ungen in lauter ®ru)}t)en von 
it ml @om)>Ierionen, mtldiegrufffienmeife einanbei gCet^) werben, 
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8 Qrflei; Übfi^nitc. 

fdbalb man m bti gcgebtnm n i&Umtnit eindiiber ( 
©inb bo^er iinler n (Slniimteii m emnnbtr glticfj, \o 
fiiT bie 9(iijol)l in 'PtTmulationen 

P. _ I: 

» in! 
S) %xtun unter n (llementeii außer m (lud) iioc^ 
^Ifinfiilf auf, fo fül)rt eine analoge Setradjtiing ju bei 
baft aldbann fät bie Slngat)! ber SSerfefiimgen er^aUen 

p. _-°^ 

SlUgdneiii luitb tatftt fem: 

P . ___:i] 

- — — m! p! q! r! 

»fifpiel«. 

1) Sffiit »iel öittaiffrifle B^W^ '''IT«" fi^ "«8 t 
2, 5, 7, 8 btlben? 

StuflBfune. 
atfliif Sotmel (1) ft^lt man 

Pi = 4! = l .2. 3. 4 = 24 ^al^Ien 

2) äluf n>ie viel SIrEen Ifinnen 12 in einer Steige ne 
figenbe ^eifoneit i^re $ISge iDe(^[eln, fo bag fte jebeSni 
anCeien Orbnung oufeinanbei folgen? 

HuflBfung. 
P,g = 121 = 1 . 2 . 8 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 
= 47900IG0O arten. 

3) 9Senn man aQe ^etmutatiDnen bei Biffem 3, 
unter einanber ft^teifct, fo erhält man für jebe 3Jetti!oti 
©umme? 

Äuftöfnne. ■ 
4 3'ff"" ''^fl'^'' 4! = 24 ^eiOTUtationen ju. 3« 
rei^e enthält ober jebe ber äiff«"^" Gmal, alfo i(il bie @ 
folgen 

= 6 (3 + 5 4- 7 + 8) = 6 . 23 = i; 

4) 3Bie ^eigt bie 400te $ennutatit)n »on abcdef? 

äluflüfung. 

3ot ©atijen erhält man 6! = 720 ^ermutationen 

fmb ber 9tei^e nac^ 120 oon ber Orbnung a, 120 w 

nung b, 120 Bon ber Drbnung o, unb mit bei S61ten h 

jenigen cnn ber Otbnung d. 9}ou biefen ift bie ju fu(^en 
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3)ie CembinntionSItfire. 9 

Slt^mcn tviv nun d ali nßed Qlenient an, [o ^at man noi^ abcef 
ju ^etmutiren. Son Eiefen ^timutationen beginnen bie erßen 24 
tnit a, bie 25te 0Dmi i|l üon bet Otbnung b. SRe^men toir jegt b 
als ^nfansSglieb , fo bleibt noä) ac«f )u )>ermutiren Obrig. ^on 
biefen ^ermutationtn ftnb tet fRei^e na^ 6 oon ber SDibnung a 
unb 6 uon bet Crbnung c, bie (360 + 24 + 12 + 1) U ober 
3971« ^«mutation bec Dotgelegten @Iemente ^igt fomit dbeacf, bie 
398tc dbeafc, bie 3g9te dbecaf unb bie 400te dbecfa. 

%. 6. Wi^abm pr Ucbuttg. 

1) ©ämmtliite BoW^ anjugtbm, weiche fidj au« fern fünf 
3(ffem 2, 5, 7, 8 unb 9 bilben Iflffm. 

2) Silbft fAmmtlit^e 'Jßtimutattomn b» @ltnimk u, t, w, z. 

3) fflilbet P(a'cd). 

4) P(a»b»c) ju 6((ben. 

5) Silbet P(3»4»5»). 

6) P(x«j''') ju bilbtn. 

7) 9Bie oft lönnm 7 neben finanber f(et|enbe *ßetfi>nen bie 
Cibnung if)tei Sufeinonbtrfpige inbecn? 

8) 3n einer ©efeDfi^aft befinben fi(^ 6 §etren unb 6 I)amen. 
SBie oft (önnen biefe $erfonen in anbetet Otbnung |ij(en, wenn 
nie 2 fetten obet 2 !£)amen neben einanbei fommen bätfen? 

9) Sie -oit( fänfgiffrfse SaW» laffcn ^^ mit ben 3iffem 
1, 4, 5, 7, 9 übet^aupt anft^teiben? 

10) aSie tiet da^n laffen üä) mit ben 6 Siffern 3, 3, 4, 
5, 5, 6 anfi^reiben unb wie ^ri^en bitfelben? 

11) Sßit viel aSerfepngen fönnen mS bei (Somplecion 
a»b*c»df* geblibtt werben? 

12) SBJie »iel 51Jerniutation«fotmen laffen bie 3iffetn 1, 1, 1, 
3, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 7, 8, 9 ju? 

13) 9Bie Biel gompletionen bei etemente 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
beginnen: a) mit 3; ß) mit 1 2; y) mit 1 2 3; d) mit 1 2 3 4? 

14) SBie Biet Somvlttionen befinben fit^ unter ben SSet* 
feßungen ber »otigen Slufgabc, in roelc^ien bie 3"ff"n 1/ 2, 3, 4, 
in beliebiget Otbnung neben einanbet fiet)(n? - 

15) ^it Biet (Som)]IeTiDnen (äffen fid) au« ben Elementen 
>cd bllben, roei^e mit bd beginnen? 

16) Sie oft pefjen in ben SBetfegungen »on abcdef bie 
JUf^^oben bf in ebenbiefet Otbnung nebentinanbet? 
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17) 3Bif groß ift Mt ©ummt btr 3iff«t« «H« 3«!» 
fi(^ au« btn 3iffem 1, 1, 2, 2, 2, 3 bilten («fftn? 

18) 2)ie mit vieltt $timutattDn b(t @lfmnttt aal 
bcacba? 

19) aSie ^etft bie 28« aJirfffung bet 6onHtIm( 

20) S)f( roie tiefte ijJetmutotionöforiii ber eiemtn 
I)e{^t borgen? 

B. Das ttambiniren. 

§. 7. (grflftnmgtn. 

I> 9Bitb auö ein« änjaf)! fltgeben« Sitiiitnt« 
m6gli(^ eine beflinmite Slnga^l von @Ietnfnttn titimi 
unb ju einei domplcrion verbunben, fo nennt man 
tation baö ßoinbiniren im engeren Sinne unb (e 
f)a(tenen Sompleiiünen eine (SombinationSfoim ot 
(ine (Kombination. 

2) !Die Slnga^I ber ju einei (Somiilfiion vetbun 
mente beflimmt bie jtlaffe bei (Kombination unb 
njel(j)t bie Älaffe auöbtürft, iit\$t ber Älaffenerpon 

3) 3e nat^bem lebe ßomplerion baffelbe Clement 
mal, ober fo oft enttialten barf, alß bet ftlaffenerpo 
ijeiten ^at, et()ält man bie (Kombinat ionen o^ne, 
aSieberlfolung. 

4) 2)ie aufgäbe, baß n Elemente &, h, c, . . . 
jtiaffe combinirt werben foQcn, beulet man an 

a) bei Sombinalionen otine SBiebetfioIung burtl) ( 

b) bei Qtombinaiionen mit äSieber^oIung burd) C 
Xiie (£ombinationdga()[ von d Elementen 

jtlaffe, b. i). bie Slnjal)! aOer mSglic^en (Kombinat 
von n Elementen jur mten Stla^t roirb bagegen bejdi 

a) bei Kombinationen ot)ne Siebetdolung buti^ 

b) bei (Sombinationtn mit 9BieberI)o(ung bur^ < 

%. 8. SUtiung tiet eombtnittiimnt. 
a) Kombinationen o^ne SBieber^oIur 
1) Um bie Kombinattonen bei trflen klaffe ju büb 
man bie tinjelnen Kiemente ber natärli(I)en Orbnung 
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S>k Sombinntionältlire. 



60 ift j. SB. 



(i(abcd) = a, b, c, d. 



2} !Dte SoinbinattDiicn btr jwtittnAIaffe werbfn tr^olttn, 
tvtnn man {ebee @(tintnt mit allm, ber natät(i(^tn Oibnung 
iiadf folgfiibtn, »trbinbet. 

©0 ift j. 50. 

C(abcd) = ab, ac, ad, bc, bd, cd. 

3) Um bie ßoni&inaiiünfn bet btitten Älaffe ju bilbfn, »n^ 
binbe man jebe« @Irment Ux fRtU}t nad) mit aUcn (Somiilmonen 
btr Sombination jui jmcittn ffIa|Tt, rotiert von einer f)St)mn 
aI6 t)uT(^ jened Clement auftgebtücfttn Orbnung ßnb. 

So ip j. 9. 

C(abcd) I— abc, abd, acd, bcd. 

i) 3n Äftnlic^et SBeife werben bie öbriflen Äloffen au« bm 
när^fl vorlteTge^tnben gebilbrt. (Si (eu(t)tet von (elbf) ein, baß 
bie 9njaI)I ber J^Iaffen buT(^ bie ber Slemente befdjrAnft ifl. 

Snmtrtung. $d einiger Uebung loffcn Fii!^ bi( Qombmationen 
gegebfner eiemtnte ju dnn beftimntttn filaff« nud^ Ui<^t angeben, otine 
DoftcT bie biefcr Slaffe Dorange^enlun Älaffen fflr bie norgelegten Ele- 
mente }u bilbcn. 



C( 12345) = 



r 123 234 345 

124 235 
I 125 245 
I 134 

135 

145 



C(abcdfg) = 



C(abcdf) = 



abcd bcdf 
abcf 
abdf 
acdf 



abcd bcdf edfg 

abcf bcdg 

abog bcfg 

abdf bdfg 

abdg 

abfg 

acdf 

acdg 

acte 

«dig 
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b) goinbinattoneii mit SEtf ber^jolung. 

1) Uin bif Sombinationtn b« erpen fflafft ju bilbtn, ft^rtibe 
man bie gcgcbcnm Elemente bti natütlii^tn Orbnunt; aaä} an. 

2) 3)ie Kombinationen bn jlueittn Alafft iverbm titfalten, 
wenn man jetir« Clement mit (ic^ unb aQen bet natätlic^cn 
Dtbnung na^ foigenbm uetbinbef. 

So ifi j. ». 

bb CO dd 
ab bc cd 



1 



C'(«bcd) — 



bd 



ad 



3) SutSilbung bo: btitten Älaffe feßt man jtbf« SlenKnl 
»et auf Sompletionm b(r jroeitm Älafft, roelt^f »on flUit^et 
unb ^ötlmr Clbnuns flnb, als ba« @lemmt audblädt. 

So i|l j. 8. 

ddd 



C'Cabcd) . 



4) 3n ä^nlid}ti SBeife ct^ält man bit äbiiom jtla|feii 
aus bm nÄi^ji uot^frfltljenbtn. 



aaa 


bbb 


ccc 


»ab 


bbc 


ccd 


aac 


bbd 


odd 


aad 


bcc 




abb 


bcd 




abc 


bdd 




abd 






acc 






acd 






add 







öeifpiele. 



C'(123) 



1111 
1112 
1113 
1122 
1123 
1133 
1222 



2233 
2333 



1233 
1333 
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S>it i^nnbinatiotidletiTC. 



C'(b1)c) = 



aaaaa bbbbb occco 

aaaab bbbbc 

aaaac bbbcc 

aaabb bbcco 

aaabc bccco 

aaaco 

«abbb 

aabbc 

aabcc 

aacco 

abbbb 

abbbo 

abbcc 



c) ei>mt)inationen mit bef^rAnfttr Sicbtt^olung. 

UtitH Sombinationen mit beft^iränfter SEiebet« 
Vlunfl «tpt^t man foli^t Sombinattenfn, bei wel(^m an^o 
geben ip, Wie oft jebeß Ux Borgtfegten etemenle in (eber bet 
ßomlJltrionm fiöt^fitn« auftreten bntf. 

Um bitfelben ju 6ilben, f^reibe man junödjp bie bem Älaffen* 
unb aBifbet^olungöjeiget entfprec^enbe . niebrigpe Orbnung an 
unb fornbinire m6 biefei mit Serüdfidftigung M 3Siiebei^orungf> 
jeiger« bie übrigen Eomiilfttonen m^ ben obigen SRegeln. 

Um anjubeuten, b«§ bie gltmente abed fo jut 4ten ÄlQJfe 
ju combiniten feien, baß fii^ a jroeimal, b breimaf, c unb d 
ober nii^t roiebettioltn barf, fi^reibt man C(a*b*cd) unb erIjÄft: 



€(a*bäc(l) = 



(Sbenfo i|i: 



6(abctl)ä 



aabb abbb bbbc 

aabc abbc bbbd 

aabd abbd bbod 

aacd abcd 

I aab abb acc bbc bcd 
I aac abc acd bbd bdd 
I aad abd add bcc ccd 



Kombinationen ju einti beflimmten Ouerfumme. 

Sombinirt man gegebene Elemente in ber Seife, ba$ bit 

mme ifjteT 3(>gn f^tt^ (ine beßintmte ßaijl audmat^t, fo fagl 
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man, bie fSitmmtt fdtn ju ein» bcßimmten Ou 
tembinirt reetbm. 

(S9 finb tiierbei mtfite ^iüt jU untetfififiben. 

Wlan imn ndmlid) cntwebei alle aiöQÜ^tn 
t(onm, obei nur einjtint jf(cifftn biefrr itnb jwai 
Säum o^nt, mit, ober mit btff^tänf tet äßitberl 
bm. 3n AQm S'iQm ivrrbtn jcboi^ gmötinlii^ nui 
Sinbinbungen vcrinngt, ivt$^al6 mir aitt^ fliOfc^roe 
fi)i(§t »OMUÄfcjtn. 

@otIen alle möglichen ßoniHnatJonen jU einet 
Ouerfumme o[)ne 9Qicb(iI)olung gcbilbet nieiben, fo fi 
jueif) bd« Clement an, rotlc^tS bei gegebenen @umme 
um bie crfleÄlafff ju (tl)nl(en. 3ft btefelbe mt^t ali 
fo itberlirtii^l man baft betreffenbe (llement, um efi 
Sompterion ju untetfc^eiben. ^ietaud, fu tnie aud {eb 
ffloffe mirb nun bie nfl(^|ifolflenbt erf)alttn, rotnn 
ber vorgelegten Elemente ber natürlichen Drbnung i 
@om))Uiion ber junät^fi t)or(infleI)enben JFIaffe von ^d 
nung Doronfdjreibt, baffelbe aber mäj Born legten fSU 
jener (Jomplerion fnbttn^irt nnb bie SJiffecenj fiatt 1 
mentee frßt. %h^zt man- auf biefe äßeife fort ju o))i 
bie eiemente aufhören in nalürli(t)er Drbnung auf ei 
folgen, fo Ijat man fämmtlic^e Kombinationen gefunbi 
ber verlangten Sebingung genauen. 



Um j. iö. 1, 


2, 8, 


jut 


©uuime 


12 


obneS 


JU combiniren, Ijal 


man: 










1. fflafle. 


2. ftlaffe, 




S. ÄralTc. 




4. sr< 


12 


111 




129 




123 




210 




138 




124 




39 




147 








48 




156 








57 




237 

246 
345 







Um aQe mögii4)en (Kombinationen ju einer 
Summe mit Sieber^olung jU bffommen, verfalfre nu 
mie vorI)in, fe$e aber jebed (Slement jeCer Sompl 
ipeltfce von feiner niebrigeren Drbnung ifl. 
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Slic SontbinatunSIe^e. 
So etfian man j. ffl. jiir ©ummt 10 für bit 



1. Slaffe. 


2. Stoffe 


3. maffe. 


4. fifaffe. 


5. ÄlalTe 


10 


19 


118 


1117 


11116 




28 


127 


1126 


11125 




87 


136 


1135 


11134 




46 


145 


1144 


11224 




56 


226 


1225 


11233 






■ 235 


1234 


12223 






244 


2224 


22222 






334 


2233 




(Sbenfo pnbet man für bie fed)|ie Ätaffe jur ©uinint 18: 


1111113 


111839 


112338 


122247 


222237 


1111212 


111348 


112347 


122256 


222246 


1111311 


111357 


112356 


122337 


222255 


1111410 


111366 


112446 


122346 


222386 


111159 


111447 


112455 


122355 


222845 


111168 


111456 


113337 


122445 


222444 


111177 


111555 


113346 


123336 


223835 


1112211 


1122210 


113355 


123345 


223344 


1112310 


112239 


113445 


138444 


238334 


111249 


112248 


114444 


133835 


333333 


111258 


112257 


122229 


133844 




111267 


112266 


122238 


222228 





§. 9. ^n^dSH Der Sombinatlotun. 

a) Sombinattontn o^ne Sffiiebet^olung. 

1) a)a ifbeö eitraent bei ber fflirbunfl bet etjifn Ätnffe 
nut tint Somptttion guIA^t, fo tt^lt man für bic 9Itijaf)I btr 
Unionen 

t. = .. 

2) !Dtnfen wir un6 nun jtbe^ (Sltment mit aütn übrigen 
•otrbunben, fo €rf)alten mir ii(n— 1) SompEerionm. 3n bitfen 
fntfjolten ab« je jron aJftbinbungen biefelben (SIementt, rocoon 

(ine bet betreffenben Sombinationöform entfpn(^t, bie anbete 
er bie $etniutation biefer ^orm ift; j. 33. ab unb ba, bc 
nb cb IC. 3Ran et()äl( barum nui bie ^ilfte be« '^robuFttd 
[a — 1) Kombinationen jur jnjeiteit JElaffe unb e« ifi fomil 
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» 11(0-1) n(n-l) 

t. j-2 = 2! 

ottx nad) tinti anbtien 9ejeii^minj)9n)cife: 



3) SBerbinbtt man jfbe bitf« ^. „ •^ Sompldionm mit 
ttn no(^ flbtigfn (n — 2) ®l(inentfn, fo ft^ftll man im ©anjen 
° ~i 9 ' ^'>'"V*'"°"*''> '" tceldjen jt btti biefelten (|(t* 
mentt in anbtitr JDibnung tntfialten- S)it 9Inja()l bei ßombi' 
natiomn von n Sltmentm jut britttnÄIoffe ifl fomft nur b(t 
britte X^til bet SInjaf)! itnet €om)}(ttionen, ba^ei 

, _ n(D-l)(D- 2) _ n(n~-l)(n- 2) 

■ " 1,2.3 3! 
ober (iu(^: 

4 = (3)- 

4) 3n analogri Seift finbtt man 

n(— 1)(°-2)( °- 3) M 
1.2.3.4 \ij 

unb (tilg (in ein filr bit Stnja^E bec Kombinationen bon n (Sie? 
menten jur mten Älaffe: 

(" _ n(a-l)(.-2) (n-(m -l)) /„^ 

■ ~ 1.2.3.4 m l,mj' 



C. = ■ 



1) »0 

ii (p-l ) (n — 2) . . . .- (n-(m-l)) 



1.2.3 m m!(D — m)! 

fo Tönnm wir flalt btr obigen ®(ei(^ung mi) fe^rtibcn: 
P. 



''■ - PT^fcr = P- 



2) a)a .i6er flU(t) 



(n — m)! [n— (n — m)]! (n — m)! m! 
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e» ifl i 1.2.3.4 

anmetluitgen. 1) ®ie iliil6ti8teit ttä im jtoetten 3ufa^ auS^ 
gefpioc^eit ®a^eÖ Mgibt fiifi au(!6 unmittelbar ouS Cet SetTa<%tun(|, 
Sag jcbtt eomdmatton oon d iSlemcntett jui mttn jftaffe eine Somtnc 
nation itx noili übrigen n— m Elemente jur (n— mjten Stafje entfprii^t 
imb umgtte^ 

2) gttr m = erhält tiwn Cn = Cn = 1. 



1) 9Bie viel Somfiinationen o^"^ äBieberliolung gut 4ten Klafft 
} mit ben etementen abcdef möglii^? 

Äuflüfanfl. 

^' Uj 1.2.3.4 ^^■ 
anmerlung. 9Io0 obigem 3u[a6e i(i auc^ 

c« = c^; — c» = T-^ = 15, irie Dct^in. 

2) Auf Wie Diel »rten lafftn |!c^ -20 9hiinmern ja je 5 jie^en? 



«uflBfunfl. 
L 19.18'. 17.16 



= 15504 Sitten. 



S) Sluf u>le viel Seiten lafftn flc^ 16 kugeln in 2 Raufen 
t^eiten, von totlüjtn btr eine 6, bet anbtie 10 ftugetn enthält? 

Slufiefung. 
% 'A /16\ IS. 15. 14. 18. 12.11 „„„^ „_. 



1.2.8.4.5. 



4) »uf Wie viel »rten laJTen M 20 ftugeln in 3 Raufen 
t^tilen, von toei^eti btr eint 5, ber anbtre 7 unb btr biitte 8 Su; 
geln tnt^tt? 

Stuflüfung. 

X>enlt man fid) jutift 2 ^auftn von 5 unb 15 ftugeln, fo 

erhalt man C„ Ätttn, ber Raufen von 15 ffngtln !ann o6er 

eipit, aagcmdiu «litliDullf. ll. i. «u^l. 2 
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tsiebei auf C^ %xtm in juiei anbete fion 7 unb 
ivcvben. 3m ©angftt er^ä(t matt fomit 

C„ . C« = 99768240 »ittn, 

-b) Kombinationen mit SQitbtrl 
6inb 

«u »1/ ««/ a* ■■••«.••• ■ 
n SItmmtt unb fommen no(I) (m— I) anbm ' 

l>i, b,, b„ b^ . . . b... . . . ( 

i)iiiju, fo bcßfljcn btc Sombfnatfontn fimmlK 
@lcmente jur mten Stla^t o^ne SBitbtrlfolung 

1) m9 bm EomWnationm btr n ffiltmottf (: 

2) mi ben ÜBertinbungtn tiner {eben Som 
binationen ber (m — 1) Stemmte (2) jur trften i 
li^en Sombinationen btr n tlltmente (1) jur i 

3) mi ben S8«6inbunflen ein« Irten fS-omf 
nationm ber (m— 1) Elemente (2) jui jistittn 
Ift^tn (Kombinationen bet n ISlemente (1) juc ( 

4) ani %tn Seibinbungen. einer ftbcn Somp 
nationcn ber (m— 1) Elemente (2) jui brüten i 
liefen Kombinationen ber n Elemente (1) jur 
u. f. m. 

(Si ift fomit bie (Sombinationdjal)! 
U^„_, = C„ 4- Ö„_i c!, + C„_i c'„ + 

. . . + cl_, c„ + cLi 4 -f- cLi d.. 

€et)t man iti biefer ©leii^unß ber fütitit i 
m = 2, 3, 4, 5, . . . . 
fo ergibt fi(^ : 

fc„+j - 6„ + 4c„ + ä 

6n+i = ßi, + c^Ci + 44 4- 44 + 4 
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Sie SotnbitmtlonSl«^ 

ob« na<f) §.9: 

C„+, = C„ -I- n 

C„+j = t^ + 20» + n 

C„+3 = Cn + 3C„ + 3C„ -j- n ... (3) 



9ftun bi^t^t aba bie jtveite JtlnfTe b» Somblnationtn mit 
ffiitbettjolung ber n eiemmtt (1): 

1) au9 ben (Kombinationen bfcfrr d Slemrnte jur jwtiten 
Stla^t »^nt SQicbtt^olung, tele g. 93. 

% aj, a, Bg, ... % Bb, Hg a^, ... a„,, Xi 

2) au$ ben @oin)}(tcionen 

»i %- a» %/ % %/ »4 a«, . . . B„ a^. 
l)ie Slngaf)! biefer legten ip aber offenbar öbereinfifmmenb 
mit ber anjaftl ber Sombinntionen jener ö eiemente jur erpen 
Slafit o^ire Sieber^olung unb eS ip ba^et 

C'n -= d, + n 
ober nact) ben ©(eii^ungen (8): 

C'n = Cn+l. 

ebenfo bepf^t bie britte Älflffe ber Kombinationen mit 
aißieberljolunö ber n glemente (1): 

1) aüi ben Kombinationen bieder n @lemente jur brüten 
Älalfe o^n» äJÖieberljoIunfl, roie j. ©. 

"i ^t ag, Si % »4, . , . . «j Bg a^, flg ag a^ a„^ b^_, a^; 

2) QU» 2C. Sonipkrionen Don ber Sorm «% j. ©. 

Bi a^ ag, a, a, ag, a^ a^ a^, a, Sg ag, a,_,a,_,a„ a,.,a,a„ 

3) au« n Eomplerionen »en bet gorm a\ j. 33. 

«1 a^ a^, a, aa Bj, . . . . a, a„ a„. 
<i» ip bemnac^ 

ß'„ = 6. + 2^ + n 
)er naü^ ben ©(Eichungen (3) 
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analog fii^itit fic^, baf bit »Jette klaffe btt ßontbinatioi 
mil ^iebet^olitng ber d (SIemmte (1) be^t^t: 

1) au« ben Gombinationen biefet n Elemente jur tiier 
Sila^t ot)nt SBiebei^olun^; j. S9. 

% %.a3 »4. »1 % % %- ■ ■ - • ».-» a„-i <-i a-i 

2) auö 3C„ SonipJetionen »on bet gorni a*^y, j. ©. 
% fti % ag, a, Sj flj «B, a, a, a^ a^, a.-»aw-ia„-,aa, 

3) nuß C„ ßompleripnen oon b« gorm a'ß*, j. 9S. 
^ % ^ Bj, , . . . Og a^ a^ aj, . . , .a„_i a,_( a, a„; 

4) auö 2C„ Somplerionen »on ber gorm «V/ 3- SJ- 

% a, Si ag, »1 a» »1 a», • ■ ■ - aB-.a-ia„-,a„ .... a._,a,a„; 

5) aus D (Sompltriontn von ber gorm a*, j. SS. 

»1 »1 ai %, a, a, a, a,, . . . . a„., a.., a„_, a„_„ a. a, a, 

man t)at «(fo: 

t3; = d + sd 4- d + 2d + n 
= (j„ + 36„ -I- sd + 

ob» nai} btn ®lef(i}ungtn (3) 

3>ie fünfte Älaffe bet ßombinationfn mit aBitbertfoIu 
Ben n Elementen bepejit: 

1) aufl C. Somplerionen Don ber gorm aßyäst, 

2) aufl 4C„ KompJeiionen ton ber gorm a^ßyd; 

3) au« 30, Somplerionen Bon ber gorm a^ß*y; 

4) aufl 3C„ Sompletionen Bon ber gorm a^ßy; 

5) nu« S!C„ ßomplerionen Boa ber gorm aV*J 

6) aufl 2C, Somplerionen Bon ber gorm a*ß) 

7) au8 n ©omplerionen uon ber gorm «*. 
SRnn ^nt fomit: 

C'„ == (5„ + 4d + 3d + sd + 2C. + 2d -f r 
= d + 4C. + ed + 4d + n 
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I b(n ©Uii^ungen (3) 

C'5 = C^„, 



u. f. w. 
nibm mit bet beffeten Ueberfi^t roegm bie gmonnmen 
nodjmaiS jufamtneti, fo ei|)a(ten toir alfo bie S9t« 



vir fdjIU^m, bdfi allDemetn ftin tvtib: 

I. bie Slnia^ ber (Kombinationen von n ^Uf 
mit iffiieber()o(ung jui mten Jtlaffe ifl gleich 

,a^l bet Sombinationen »on (n+m— 1) Sie» 
oijnc a3Jiebet[)0lunfl jut mten fflaffe. 

!) S. 9. 4- ift bemnad) 

+m— IXo+m— 1— l)....[n + m — 1— (m— 1)] 
i . 2 . 3 . 4 .... m 

nn man bie Saftoten bed ^A^Ieid in umgefe^ctei Oxt^ 

[1^ reibt, 

f. n (n + l)(D + 2) ....[D + Cm^l)] , 
" 1.2.3 .... m 



C. = ^ 



(n + m — 1)! 
(n^l)!m! 

nmetlnnfl. 3u !>« allgemeinen ©iltigldt biefe« iRe« 
vnbm wit auc^ butc^ folgenbe Setiac^tung geführt, 
feien 

1, 2, 3, 4, .... n 
it Elemente, fät wet^e bie SInjaf)! ber Kombinationen 
ibetlfolunfl jur mten Äloffe fceflimmt werben foß. 
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btntt man fid) aUt bifft eombinatfontn gcbilbtt unb fß 
% a, Bg a^ . . . . am 
eine foldje, fo ifl junÄ(^fl Hat, bo^ bit ©ejielH 
iben: 

''> *> ^ < ^ ^ ■ ■ < *"-' < *-■ 
Scränbert man nun fAmmtlic^e tSombinationdfinnitn 

1 ber aSJeife, baß man jura 

2, 3, 4, 5, .... mttn ©liebt 

tiffe naiij 

1, 2, 3, 4, .... (m-1) 

, fo baß alfo j. 33. pbigt @cmt)inatiort$fi)cin 
a, Hj ag 8, .... a„. ........ (1) 

■i)l in 

{aj + l)(a,+2)(a. + 3) .... (a^ + m-l) .... {5 

}m bie fo «trAnbfrtm ISvmtilnatiDnen ncK^ßt^enbf ( 

n: 

.) S&mmtUi^e (SombinationdfDrmen finb 

et iinb enl()alttn [eint ^itberE)o(ungen. 

Denn ba 

% ^ a» ^ »i ^■■•. < V-. 
< 1 < 2 < .... <(m-l), 
nac^ I^l. I, S. 20. 1 u. 3: 

(a. + 1)< (% + 2)< .... < (a„., + m- 
!) ^tintd bei (SItmtntt fann bie 3(i^l (a+un 
ic^rtittn. 

Denn ifi ji 33. (a.+ x— 1) irfltnb tin ffileiiimt ber gctt 
I man 

X < m 
(X -~1) < (m - 1), 

^: (a, + X - 1) ^ (n + m - 

Dit tietttffenbt uingeroanbelte Kombination ifi bei 
Sombinationeform ber 3n^l(n 

1, 2, 3 n, n + 1, . . . . (n + m — 1) 

iten Älaffe o.Ijn« aSiebtt^olunfl. 
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3) ©immtlii^f Somtinationdformtn finb »on 
cinanbti verTt^ieben. 

S)mn wären j. ©. bie jroti (Jombinatibnm 

«, (», + 1) (a, + 2) . . . . (a. + m - 1) 
b, (b, + l)<b, -1-2) . . .. (b. + m - 1) 
ibtntif*, fo tnapli 

%-b. 
s, + 1 _ b, + 1 
a, + 2 — b, + 2, 



am + m — l = b„ + i 
olfo au(^ 

% = bi 
a, = b, 
a» — b. 



>; - b. 
ftfn. ^atm vo&ctn abn au(^ btc jmei (Sombinationen 
% % »3 Sj ,...-^ 

uitb bi bg bg bj b„ 

tbtntif^, voai ber Slnna^me niibecfprt^en wAibt. 
4) 3cbt ^iombiiiAtion ber @(tmtntt 
1, 2, 3, 4, .... (n + m — 1) 
jttt mten fttnffe oljnt SSJUbet^oIunfl ge^' ow* tinet 
Kombination bei n @Ieinente 
1, 2, 3, 4 .... IT 
jur mten Ätoffe mit iffiieberftolung ^er*ot. 
2)enn ip 

% «» ttg ß„ 

eine ßombination wn Cn+m-i, fo rau^, ba 

«1 < a» < «s <■■■■< «»./ 
aud) "i < ° 

ffin. 3)enn wäre 
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24 öi^n« «bf*niM. 

«H > D, 

fo würbe iaxmi folgen: 

«, > n + 1 
«3 > n 4- 2 



a, > n + X — 1 

«. > n + m - 1, 
loafl mit fcet ^oraudfeßung, bA§ a. ein ®lieb bei : 
1, 2, 3, . . n, . . n + m — 1 ift, im aBibtrfpruc^e pfin 
9lu$ bet Ungleichung 

«1 < n 
fließen nber unmittelbar bfe Sejit^ungtn : 
a, ;^ D + 1 
«s <n + 2 



alfo aDgemein , 

«, ^ D + X — 1, 

ober «i — (x — 1) ■< n. 

£a aber 

«> ^^' 

fo ifl a, — (x — 1) pet* iJofitiB unb fomit 

«I K-l) (««-2) ... («.-(x-l))...(«„-(m- 

«ne Kombination ber dol)'^» 

1, 2, 3, 4 a 

jut mten Älaffe. a)iefelbe fann aber, ba bie ©(eif^ung 

«, - (X - 1) - «, - (y - 1) 
ober «^ = a, + X — y 

mSglii^ ifl, eine (Soindinationöform mit ^Üüeber^olung fein, 
i^c ge^t aber, ciuf bie im ©ingnnge angefutjrte Sffieife, bie ' 
binalion 

«i «, «s ttj . . . . a„ 
^tnot. 
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3)ie SDmHpationMebrc. 25 

a alfo butij) bie nnfltgfbent 93ftänb«ung ber urf))rüng> 
SombinAtiontn auS {tber (SombinatiDit ber n glemtntt 

1, 2, 3, 4, ....n 
n jltäfft mit ÜBiebtr^olung ctnt Kombination btr 3tit)'fn 

1, 2, 3, .... n + m — 1 
m Älflffe o^nt SBitbertjoInng erhalten wirb, unb uin= 
jtbt (Sombfnation ber ^a^ltn 

1, 2, 3, .... n + m ~ 1 
n Älflife o[)n( SBiettttjolung nu« einet unb nur tiner 
ten @ombin(ition?form ber jo^^en 

1, 2, 3, 4, ....n 
en Äloffe mit Sffiitbetfiotnng ^etDotgttft, fo muffen bie 
idtionSja^len beiber einanber gleii^ fein. 
an tr^AU bemnud} wie oben: 

" = p(o+l) (o+2)....[n+(m-l)] 



»eifpiele. 

Sie ciel SombinationSformen jut vierten klaffe mit SSüebet:: 
(äffen bie Elemente abcdef gn? ' 

«inflBfung. ' 
!,, 6.7.8.9 

C, — C',+4_i — c, — " ° ' ' 



1.2.3.4 
»«11 foO C's «Hb C', Stlümnuii. 
!I»fri|ltlt||. 

^'•-^■+•-'-^"-■1.273X6- 

5', _ c,+,_i = c, - ^44 — «* 
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26 iSt|){t «bfd^itt. 

c) ^njatil btr SomMnationen mit befi^rJknftei 

JDi)gtti<$ lid) fein aOgemtinK Sfuftbnid fSt bie 9(nja^( btr 
gombinaiiontn mit befttirändtr SBietettioIung ju ein« itt 
ftimmtcn ftlaffe angtbm läfit, fo flnb wir bod) im ®tanbc, 
einen foli^m fäc bit 3Injalf)l <i((tc Sombinationdfonnen in 
otlen uetfttiiebenm fflltiffen ju tntwiddn. 
ea feitn ju biefcm ßnbe 

a«, b^, er, d^, n» 

bie gu tombinirenbtn Siemente, wc alfo a, ß, y, d, v an* 

beuten, Wie »felmal bie tetrcffenben Steinente in ben »erft^iebenen 
@om))(crioncn auftreten bärfen> 

teufen rotr un$ nun bie Steigen 

1 + a + a* + a* + .... + a« 
1 + b^ b" + b' +....+ b^ 
1 + c + c' + c» +....+ er 



1 + n + nä+ n8 + ....-|- n- 
mit einanbet multi)}(icirt, fo erhalten toii in ben ®(iebein btft 
$cobufted, wenn wir von bemjenifien ©liebe, welt^efl buid) 
aRultipiitation bet etflen ©liebet ber Steigen ^erootgegangen ip, 
abfegen, fämmtli^e @ombtn<itiondfoinien, weiche avA oftigen 
Elementen ju allen oerfc()iebenen fliaffen gebilbtt »erben fönnen. 
Se^en mit ba^ec 

fo ge^l jebed @lieb biefed ^robufteö in 1 über unb bie Summe 
aUer ^robuftenglieber ift atdbann um 1 größer aK bie 3Inj(iI)l 
ber ©liebet, ©iefe ift fomit 

= («+1) (^+1) (r+l) (J+ij .... ^1. 

aufäfte. 
1) SEßitb 

a = ß = y^d'=....~v, 

fo gel^t bie Slnga^I ber Kombinationen über in 
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Siit iSombimiimSkfr't- 27 

2) gflr 

a = ß = Y = 6 = .... = 1-=- 1 
er()ält man für bie ülnja^I : 

anmettung. gflt tie «nja^l b« Somfeinotionen ju ein« 6t= 
IKmintai Ouetfunnne lalfen pc^i teine aDgemetnett fjontirfn aitfpcBen. 

§. 10. ^nfgoira jur UcBunfl. 

1) ©übet bie Som6iiwtionen o^nt SBieber^oIunfl : 

a) von abcdefg jur vierten fffoffe; 

b) von 1234567 jur fünften Älnffe; 

c) von 123456789 jur fiebenien Älaffe. 

2) 2>tt (Somtinationen mit 3Qiebet()o(ung ju itilben: . 

a) von abcdf gut btitten fftnffe;- 

b) von abc jut fünften Älflffe; 

c) von 1234 jur vierten fltaffe. 

3} SRfln fotl mit befä^iIlnttcT ÜBieber^oIung combinfren: 

a) (5(a'1)»o»d); b) 6(1234)». 

4) 3)ie Qufeinanber fotgenben äa^'en unferer 3*>^lm«i^« 

a) gut Summe 9 jur vierten fliafft, 

b) . . 12 * fünften * 

c) * » 14 * btitten * 
jU fom6iniKn. 

5) SßJelc^e fänfjifftige Sai)Un Inffen fiä) mit ben 3iffern 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8 unb 9 bifben, wenn jebe biefec 3'ff«n nur einmtil 
in ber 3a^l vorlommen Unb feine 3iffer von Keinerem SBertfie 
na4) einti fo((|en von grS^erem äQert^e fietfen barf? 

6) aSie groß ip bie Hnjaljl biefet ßombinationen oljne 
aBiebettjotuufl von 10 Slementen a) jut sraciten, b) jur britten, 
c) juc vierten, d) pt fünften, e) jut f«4)ften Klaffe? 

7) Sie viel (Kombinationen mit aäJiebet^oIung laffen bie 
(BUmtntt abcdefgh a) jur britten, b) jur fünften, c) jur Petenten 
ÄralTe ju? 

8) ©ereignet bie önja^f ber Unionen, ©inionen (Slmben), 
"'"nen, Ouatemen unb Quinten, »elt^e in 90 9tumem ent* 

ten jlnb. 

9) ffiie viel @()iele (ann eine von 4 ^ßerfonen bei einem 
4«etfpie(e von 32 Slättem mSglit^erWeife erlialten, wenn febe 
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28 Stft" abf<6nitt. 

^jJnfon 4 Staxttn befommt unb wie viel vtrfd 
ji(^ «nt(t bit Bier ijJetfonen auSt^eilen? 

10) Sluf wie »itt arten Mnnen »cn 50 
finblii^en 9himem 4 gejogen werben? 

11) aSie viel mal [äffen fli$ 40 mit o 
»erfeljene Angeln in jwei Raufen abt^eilen 
eine 15, ber anbere 25 Äugeln entljÄIl? 

12) 30 ber SRei^e mä) numerirte Äugeli 
»Ott 10, 12 unb 8 ®tüd abgutE^eilen. ^uf i 
tieft« fleft^eljen? 

13) Unter d mit verftiEfiebenen 9tumern 
definben jiiJ) n' von befonberet gcirbe; wenn 
liift n Äugeln ju je m combiniit, fo erl^äll 
ftinbungen, in welchen fli$ m' ber btfonber 
auögeieidjnettn Äugeln befinben? 

14) SSon jroei ©pietem, weti^e mit eii 
32 SSlättern fpielen, eil)Alt {ebei 4 Äaiten 
lann einer berfelben a) mit 2 Soeurfl; b) "mit 
Soeut« Mommen? 

15) ffiie »iel »erfc^febene SBörfe fi 
möglief)? 

16) 9Hit brei SBÄrfeln Mnnen wie l 
aSJötfe gemadjt werben? 

C. Has Variirnt. 
%. 11. @rlliirungra. 

1) Sterben bic (Kombinationen gegebener 
permutirt, fo erf)ält man bie Sariation< 
Äloffe eben biefer Elemente. 3ebe ber er^nl 
^eifit eine SJariotiondform ober furgdtn t 

2) Wlati unterfi^cibet, i^nlii^ wie bei 1 
SSatifltionen ol)ne unb mit äSieber^olung. 

3) 3)ie Slufgflbe, baf n (SIemente a, b 
Älaffe »Qriirt werben foDen, beutet man an t; 

V(abc...), ober V'(abc...) 
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2)ie SomfimatiDnält^rc. 29 

1 bejüglicf) tie eompfwionen ofjnt, ob« mitaSüeb«* 
bifbet weiben foDen. £t'e ISatiationftjaH fdbft 
inn feejögfic^ bejeiöHKt buti^ 

Vb ober V'„. 



§. 12. «ilftunfl »er »ttrintionm. 

a) aUatiationEn c^ne Sicbetliolung. 

m bie ttftt JCIaffe ju bilbcii, fd)reibt mnn bte gtgt: 

mmte ber n<iKiT(ti])en Orbnung liad) an. 

ie jiueite Klaffe wirb erhalten, loenn man jebeö Sit« 

aUen äbiigen »erbinbct. 

flä- ©■ 

I ab ba ca da 



, I ab ba ca da 

V(abcd) = j ac bc cb db 

(ad bd cd de. 



abc 


bac 


oab 


dab 


abd 


bad 


cod 


dac 


««b 


bca 


cba 


dba 


acd 


bcd 


cbd 


dbc 


adb 


bda 


cda 


de« 


ade 


bdc 


cdb 


dcb. 



iH man icbed (SUmcnt allen (£oml}IfiiDnen ber jwettcn 
I(t)( biffeS Clement nidjt mt^alten, uotan, fo h^öU 
Satiatlontn bet brüten Klaffe. 3. ©. 



^(abcd) = 



nalog werben bie Variationen bet Übrigen Klaffen flt< 

b) Sßariatione« mit 9BiebetI)oIunfl. 

ie (älemente in itjret natürttdien Slufeinanbetfolge liefern 

Hoffe. 

Erbinbtt man (ebefl ber »orgeltgten Sitmente mit jebem 

fo gelangt man jur jroeiten Klaffe. 3. ©. 

!aa ba ca da 
ab bb cb db 
.0 bc cc de 
ad bd ed dd. 
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aaa 


baa 


caa 


daa 


asb 


bbb 


cab 


dab 


aac 


bac 


cac 


dac 


■ad 


bad 


oad 


dad 


aba 


bba 


cba 


dba 


abb 


bbb 


ebb 


dbb 


abo 


bbc 


obc 


dbc 


abd 


bbd 


cbd 


dbd 


aca 


bca 




dca 


aob 


beb 


cob 


dcb 


acc 


bco 


ccc 


dcc 


acd 


bod 


cod 


dcd 


ada 


bda 


cda 


dda 


adb 


bdb 


cdb 


ddb 


ade 


bdo 


ode 


ddc 


add 


bdd 


cdd 


ddd 



3) ©ept man iet« ßomplftion bn jrotiten Ä 
gtgeknen @lemtnte vor, fo nfjhit man W 9j( 
btitten ÄtafT«. 

©0 ift j. S3. 



^'(abcd) — 



4) Slf^n(id) wetten bit äbrigtn JFIaffm gtbtl 

c) SinrUCionen ju einer befiimmten Ol 
1) Um tie SBflffntionen ju einer bepimmtt 
;u bilben, eonibmire man bie »orgtleßKn @lem 
©umme , petmutite fjierauf iebe ber erhaltenen 
unb crbne fo(d)e in ber SÖeife, baß bie butcfj |te 
3ö^Ien in auffieigtnber Otbnung na^ einauber 
©0 pnbet mnn j. SS. fflr bie Eteniente 1, S 
Kombinationen o^ne äßiebet^olung ber Ctitten St 
fumme 9:- 

126, 135, 23i, 
unb ttietauS bur(f) ^eimutation unb iDrbneit nad) I 
SBert^e ber Somplerionen bie entfiJredienben SJaric 

126 243 423 

135 

153 

162 

216 



261 


432 


315 


513 


324 


531 


342 


612 


351 


621. 
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S)ie CombtttationStc^e. gj 

[\o ^al man j. Sß. für bt> €iiiiibmationni mü 3Sttbei< 
:r btitwn Älaffe jur Oucrfummt 6: 

114, 123, 222 
(( mtft)red)mbm SBariationm: 

114 132 213 231 321 

123 141 222 312 411. 

%. 13. nn^an btt «Variationen, 
a) Siatiationtn o^nt äSiebtt^otung. 
;inb n (Sltmente jur raten Älüffe o^ne aSiebet^ofung 
ten, fo ^nt man na* Dbigtm jrtc bec Somplerionen 
inationen von n Stemmten jur mten Jllaffe not^malS 
tren. @d tviib ba^er b[e 9lnjal)l ftet S^ariationSformen 
mente jut mten Älaffe 
= C„ . P„ 

_D(n — 1) (q — 2) .... [n — (m~l)] , 
— ^_ 

^-(n-DCn-a).... (n-(m-l)]. 

nmeitung. Qu bemfetben Wefuttate gelangt man aui$ buti^ 

( SSelracbtung: 

ie erfte SßariationSltaf(e wirb butt^ Sie n gegebenen Elemente qt' 

©efet mon nun jebeS ber(e(ben ben noc^ (n— 1) übtigen efcmenten 
;t^ält manbie ffiariationEn äurämriten Stoffe. Sa ip ba^et beten änjaW 

■^n = n <n - 1). 
nan nun niebtr jete biejer ffiomptef ionen iebem btr mäi übrigen 
) (itemente vat, JD beionmit man bie läatiottonen jut biitUn 

Pr bie anjolit berjelben [otgt fomit 



aSeifpiele. 
ttf wie öiel Sttteit (äffen ft^ bie Efemente abedefg )"* 
äffe o^ne Siebei^olung earünn? 

StufUfung. 



}ie oiel 3}aiiattcnen o^ne Säjiebet^olung jur btitten 
:n bie Elemente nmpqrato ju? 
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Sluflüfune. 
V, = 8.7.6 =■ 386 ajariatto 

b) aSariationtn mit SBiebei:^ 

n Siemmte jur ttjien Ätaffe geben a (Si 

nun iebeö btefei Elemente mit allen vecbur 

n . n = n» Bariationöfotmen för bie jweite 

V'. = n>. 
2)a nun, gut ©ilbung btr britten Älaffe, j 
jroeiten Älaffe mieber mit allen eietnenien i 
(t^ait man fät bie »njo^l bet 5Jotiation«fonn 

V'. = n». 
ailflemein ifl fomit bie anjatjl bet 93« 
n Elementen mit aBieb«f)oIunfl jur mten ffil 

V'„ - n". 

9etf))iele. 

1) aHan fotl V, nnb V. betei^nenl 

Muflöfung. 
V', -= 7* == 2401. 
V'. = 4» = 1024. 

2) ?tuf wie »iel Sttten (afTcn fl(^ bie 8 
btitten fitaffe mit Sßteber^olung Barüien? 

StuflSfung. 

. V', = 5' = 125 ati 

3) Sie tiel aßiltfe finb mit 3 ÜSütfein 

StufIBfuna- 
V, = 6* = 216 SBü 

c) anjaf)! bec aJottotionen ju ein 
Ouetfumme. 
Um bie 2lnjal)I aütt Ißatiationen ju eir 
fumiiie m pnben, bilbe man bie Sombinatione 
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3>te Som^inationSIt^. 33 

ju bicfer Ouftfumme unb abbite hinauf bit $miiutattondja^]m 
fämmtlidfet «tjalfentn SoniliiiiationÄfocmm. 

W]t »tet SQürfe fin» mit btei Sfirfeln ntöeli^, fo tag bie 
©umtne bet Äugen 14 beträgt? 

Suflöfuns. 
Sie (^om&inatbnen. mit SBieber^oIung bei ISlantnte 1 , 2 , 3, 
i, 5, 6 jur britten ff (äffe unb jur Öueifiimme 14 finb: 

266, 356, 446, 455 
unb bie etttf(>re4enben ^etnmtotion8ja^len 

- ' 3, 6, S, 3, 
felflli^ ip bie Änja^t ber mößli^en Sßrfe 

= 8 + 6 + 3 + 3= 15. 

%. 14. ^ufgoBen 301: Uebmtg. 

1) 93ilb(t bie aSariationen o^ne SBiebet^olunfl »on 1, 2, 3, 4 
a) jur jweiten, b) jur britttn Älaffe. 

2) Man fott bie Elemente abodf jur »ierten Älaffe o^ne 
SBieber^oIung »arüren. 

3) aSariirt bie (Slemente 1, 2, 3, 4 mit Sßieber^olung 
a) jur jrcciten b) jur britten Älflffe! 

4) aSie iDiel Dieriifftifle ^aifltn [offen fid» anflfben, in 
Mjeldfen einjilne ber äiff«» i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 nur 
einmal oorfommen? 

5) auf »ie Diel Srten taffen ficf) bit ©lemente abcdefg 
jur »ierten Älaffe mit 5ffiiebert)oIunfl tariiten? 

6) ifflie »iel Sffiärfe (inb a) mit 2, b) mit 3, c) mit 4, 
d) mit 5, e) mit 6 SBfirfein mfiglii^? 

7) SaJie Biet l^artialptobulte liefert (a+b + c+d + e)»? 

8) auf roie Biet arten laffen ji(^ 6 ft^warje, 4 rceife 
unb brei gelbe Jtngeln fo ju Raufen von je 3 Jhigeln gru)>t)iTfn, 
bo^ von biefen jebe Don einer anberen garbe ift? 

9) SEBie »iel Steiler f)at eine ^ai^i, wel^e i>m^ bie MaU 

kation ber n einfndjen gafforen a, >, c, IjerDorgeflonaen 

wenn bie @{n^cit, foniie bie ßaijl felb^ ju ben 3^I)eilem ge« 
ntt merben? 

Cv<|, nOitBKlnt «Tltbiu'iil U- !■ nuR. ■ 3 
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34 ISrflet «bt^nitt. 

10) 93Jie »iel Xf)nitt f)at bie 3aI)I 2310, mm bie ©n 
unb tie 3al)I 2310 felbfl ju ben V^tHtm flm*n« »erben? 

11) SHäie firofi ifl bic ^nja^t ber St)ei(tt ehiti 3a^(, loi 
bmd) bie Softoren a«, b^, er, d^, e, f uiib g gebilbet n 
H)o bie ®ninbjaf)Ien bet l'oienjtn ^Primjatjlen flnb, wenn 
@inl)eit, fon>ie bie ^ai)l felbp ju ben Sljfilem gejault n>ert 

12) ffiie Diel Si^filei enlljärt bie änfjt 415800 mif ( 
f*Iuß ber eintteit unb ber 3ntj( felbfl? , 
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Zweiter mhf^ttiH. 

^er binomffdjt @n$.' 



a) Mt gan^e vofttive drponenten. 

§. 15. entttJilIrtunfl »er Simmiliittei^. 

(Srpe Jgitcteifung. 
(uUipIicirt Ulan b« Ottttje not^ 2, 3, 4, 5, .... n 
lien 

(a + x), (b+x), (c + x), (d + x) 

1 @lieb X fltmeinfdjafttid) i^abm, uiii emanber unb 

*ßtobufte nadj fteigenbfii 'Jßolenjen \tnt& ©lirbeS x, 
man: 
(b + x) = ab +. (a + b) X + x^ 

(b + X) (c + X) = abc + (ab + ac 4- bc) x 
+ (a + b + c) x» + X». 

(b -H x) (c + x) (d -I- x) = abcd + 

■ abd -f- acd + bcd) x + (ab + ac + ad + 

bd + cd)x^ + (a -I- b + c -h d)xä + x*. 

(b + x) (c 4- x) (d + x) (e + x) = abcde + 

■(- abce + abde + acde 4- bcde)x + 

- abd + abe + acd + ace + ade + bcd -|- 

bde + cde)x« + (ab 4 ac + ad 4- a« 4- bc 
+ be 4- cd + ce 4- de)x' 4- 
, _|_ c 4. d + e)x* 4- x6 

U. [. ID. 

bnn äSilbung^gffeße bitfer $tobu(te crftt^t man fofoit, 
1 aOgemtin bie ®ummt allrr burc^ bte einjtEnm @om< 
bec Kombination o()ne SSJiebtt^Dlung bti n (Slemente 
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c, ..,.r gut mtm ffilaffe auflgebrürften (°)'-yto 
u(&-2'C(abcd....r) bejeidjnet wirb, mnn m^ f^Hi 

- x) (b + x) = iC(ab) + -2X:{ab)x + x». 

■ x) (b 4- x) (c 4- s) = ^C(abc) + ^(ab. 

-21Xabc)x» 4- x». 

■ x) (b + x) (c +'x) (d -f- x) = ^Xabcd 
Ö(abcd)x + ^'C(abcd)x«+ ^(abcd)*" + 3 

■ x) (b + x) (c + X) {d + X) (e + x) = ^~C0 
U(abcde)x + ^fc(abcde)x* 4- -^C(abcde)x» 
ü(abcde)x* + x^ 

U. f. ID. 

9ie^mtn )»ii nun an, bad In sorfit^tnbtn ® 
TOflfltfproctient ®(fef in Sftrtff btr ©ilbung b« 
für n Sinomialfaftortn, eS fei alfo 

- x) (b + x) (c + x).... (r + x)=^x3(abc...r 
Ü(abc...r)x 4- -2'C(abc...r}x* + .... + 
Ü{abc...r)x''-^ + ^■C(abc,..r)s"-' + x" 

mn mulliplidrt bitfe @)iei(^ung no(^ mit ttneni 
iniflifaftcc (a + x), fo ge^t biefeibt flbct in : 

2 3 n n-fl 

:) (b 4:" x) (c 4- X) .... (r + x) (9 + x) = 
:C(abc...r) -f [^C(abc.,.r) + aic(abc...r)]x4- 
C(abc..,r) + 8Jx;(abc...r)lxä + .... 

[.2XJ(abc...r) + B,ZX;(abc...r}lx''-ä 

[i?C(abc...r) -|- 8,SX::(a'^c...r)]x»-i 

[.ZX;(abc...r) 4- s] x" 4- xH-i 
Run i|i abtx 

'abc.r) = .2XJ(abc..,rs) 

ibc.r) 4- eJ?C(abc...r) == .2C(abc...r8) 
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bc...r) + siC(abc...r) = ^(ahcsa) 



tic...r) + 8.£C(abo...r) =■ .2C(abc...r8) 



«...r) -f 8,2t;(abo...r) = .2C(abc...ra) 
)c.„r) -\- B.SC(ei><i...r) = ,£C(abc...rs) 

l)C...r) + 8 = a + b + c + + r-|-8 

•= .5C(abc...r8). 
liljrm mit istefe ©(Hlje in Sie ®lfid)ung (2) ein, fo folflt: 
x)(b -1- x)(c + x)....(r + x)(a + x)=] 
(abc.rs) + ^(abc...rs)x -H Jc(abc...rs)x«l 
.. +-5€(abc...r8)x''-"'+'+...-i-^C(abc.,.rs)x°-' j 
^(abc...rB)x" -f- s''+' j 

lUH^ a3«fllti(f)uiig bet btittn ©teit^ungen (1) unb (3) 
cn TOit ju bem ©c^luffe, baß roenn bn« burc^ bie oiei« 
(1) auöflcfproiftenc ©ilbungdfiffee für tai *4i(cbuft »on 
oten ridjtig ifi, rS auc^ für ^ + 1) folc^er giltifl fein 

9tun ^nt aber, jufolge btt im @tiigange auggffat)Tten 
:(e, biefeä Oefeft für q =■ 1, 2, 3, 4 unb 5 ©iUigfeit, 
udt nadt bem eben ©eioirfenen für n = 5 + 1 = 6, 
miebn fflt n = 6 -l- 1 = 7 u. f. f., ülfo für iebt bt= 

Slnjflljf von ©inomiflifaftoren. 
jfftm wir in b« ©leii^ung (1) bi( nic^t gemtinfi^aftli^fn 

: A, b, c, r btr n ©inomialfaftoren fAmmt(i(^ gteit^ 

n^tit, alfo 

a^b^c = ^r = l, 

t bie tintt ®(Ue berfeibcn über in: 



... (3) 



i) (1 + X) (1 + Ji) .... (1 + i) — (1 + i)", 
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l gmdt« S6|cf)nttt. 

1$ ©ijnibol ^C(abc...r) in bie (SombinationSjabl 

Ö.= (n,) 
ib rann ntfhli: 

;c(»bo...t) = c. -0-1 

;C(.bc...r) - C.' - („li) 
■C(Ac...r)_C.'-(„°2) 



;€(«bo...r) _ C. - (°) 
fC(abc...r) _ C. _ (Jj. 
aifo luitb 

. + .).=!+ (;).+(»)..+ (»).. + ...! 

+(:K-+U.h-(n-J-+H 

2)iefe ®Jft(J)ung, ntiijt bai @efe& nuSbtüdt, toie man ein 
inom Bon b« gotm (1 + x) ju jebtt btlkbi^m ganjm 
jfitiöen 3«^l polmjirt, tjcißt ber binomifcije ©ntl, Ut bi* 
omif(l)e gotmel, obec aud) nact) if)rtni erRm SBegrünber 
eiDlon, ber SfteiBton'fc^e 8el)tf(i&. Sie jur rechten Seite 
'9 @(eic^()eit$yi(l)ene fte^enbe ©ntwirfeJunfl bec nten $otenj 
ä S3inom« wirb bie 93inomiaIteiI)e genannt unb bie Soeffii 
Enten i^ret einjetnen (Slieber, wie 

mm ■■■■{:]■■■■ 

■i^en beten ©inomialtoefficienten. 

Um bein binomifcben @oße eine atljjemeinere Sorm ju geben, 

&en Wir in @(et(^wng (4) 

b 
X == — 

a 

itb erhalten ^CSbann: 
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Ser Bittomifcl^e Sa^, gg 

ober itjenn man I)ietm 

frt^t unb hierauf beibcrfeitd mit a" mu[ti>licict : 

(a+b)--a- + (;)«-b+(°)»-b<4- (^j»--b» + ...l 

+ (»)a-b.+...+(__n j)ab-.+b- |-^" 

SBirb ba6 zweite ©lieb be« ©inom« negatf« genommen, fo 
roerbcn in ben ©leic^ungen (4) unb (5) aüt gerflbjietligen ©lieber 
bei reii)ten Seite negotii? unb eS ge^en biefelben üfeer in: 






(6) 



(.-b)-=a--(;).-.b+(°).-b>-(°J.-b.+ . 

± (>-"""+• • + L°i)«''-'±''- 

3>utc^ ben bloßen 2lnblid ber 93inomiiiIrdI)en (5) unb (7) 
etfeiint mnn fogieii^, bag fclbfl für bit aügemeinere gorm bie 
(Siponenlen bet 6etben $otenjfaftoren eineS beliebigen ©liebed 
ber JReitje |iet6 leitet angegeben werben fSnnen, inbem ber (Sr* 
ponent befl jroeiten ©liebeß b beö ©inomS immer gleittj bem 
um bit (Sin^eit »erminberten ©teßenieigct beS in groge fle^enben 
©liebe« iß unb ber SrpDnent be« erflen Sinominlgliebt« a bit 
(Srgängung bed @):))onenten oon b gum 9inomialeT)}onenttn n 
bilbetj femer, baf ber betreffenbe ©inomialcoefprient immer mit 
ber SombinationSjfl^i »on fo »ieien Elementen al8 ber 33ino* 
miolerVonent @tn^eittn Ijat, o^ne 3ßiebeTt)oIung ju ber buri^ 
ben @otff{cienttn beS jiveiten ^Binomiatgliebe^ vorgtjei^neten JCtaffe 
äbtrtinflimmt. 
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40 Amittx «6f(Snitt, 

^iecna(^ iß j. 9. ba« a(^le ®(icb b(c Q 
(a + b)- = C„ a—' b^ = (5)»"-' b', 
bo8 iiDÖIfte ®(ifb =- Cb a-'-'ib" = (j" )a— "t 

Smtile ^erUitung. 
3)0 b«c binoinift^t ©ot) für »iele b(t na 
midtlungen von bet ))T6ftm 3Bid)liflfeit ifi, fo 
unflttignet etf^dnen, remn wir iiac^^efienb i 
fötjtte ^ttlfituiifl beffelben nnfßl)ren. 

39i(bet man bie ®[itbcc bti (Sntmi(felunQ t 
(a + b) (a + b) 
ob« bct ^Otfltj 

(a + b)» 
baburc^, ba^ man jrbe^ (Slifb bti Wultipticator 
bt« ^u(ti))Iicanb{n ft^nibt, a(fo 

(a 4- b)» =. aa + ab + ba + 
ff^t, fo crlii^lt man als Sttfultat fämmtltc^e I] 
aSatiati'onen bct jwei @lemtnte a unb b juc jn 
aSifber^olung. 

Iia aber bit Sointttrioncn ab imb ba, 
trai^ltt, einctitt ^ert^e ^aben unb bJe 9(njal 
!|}TobuItt mit bet ^Jjtimutationejaf)! von jraei (S 
fiimmt, fo fann man au^ fe^en; 

(a + b)3 = a^ + Pg ab + 1 
iSnttoiätU man analog bit britte $oteng von 
(a + b)' = (a + b)* (a+ b) , 

= (aa + ab + ba + bb) (a + 

^ aaa + aab + aba + abb + baa + b 

fo ft^Äll man offtnbat a\i iRtfuUai fdmmtlii^e ' 

bet jwei eiemente a unb b jur britlen Älaffe m 

93on benfriben fiimmen aber bie Somplerionen 

aab, aba, baa 
unb ebenfo bie Eomplftionen 

abb, bab, bba, 
als ^tobuft aufgefaßt, il)tem algebtaift^en 9S 
fommen fibetein unb (ebet biefer SBettl)* ttitt f 
alfl bie 5permutation«jo^len bet Elemente a, a, b un 
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2)« binomifd^e 'Zaij. 41 

Wall (aitn bal)cr aad} [(^nibm: 

(a -I- hy = a» + P^ a*b + P j ab» -f b». 

eine äf)nli(^e Setradjtung fflljrt ju fcem ©*lufff, 6a{( 
(a + b)' = a^ + Pj^ftäb + P4 a%* + P< ab^ + b* 

a + b)* = a6 + Pb a^b + Pj^a»b* + Pj^a%» + P5ab*+ b" 

4 a,i 1,S i" 

)ber altgemeiit 

a + b)" = a" + ^a-'-'b + P^^'-^b* + 

p^a'-^ba 4- ;... + P^ab—^ ■+- b" 

= a" + (;)a"-'b+gy-^b'+(^)a--b« 

tin tviib, ivaS mit ber obigen ®Iei(^un9 (5) übecetnflimml. 

Seiffitlt. 

l) (a + b)« - .' + (f)a>b + (*\a'b' + gjab» + b' 

= a' + (t).>b+(*).-b> + (J)ab> + b' 
= a* + 4a"b + ea^b^ + 4abs + b*. 

^(5)M./3bT_ ' 



24S ^ 27cä ^ Sc* 
270a% " 243b^'- 

3) 9Bie Reißen baS 5te, 8te unb lOte ©lieb bct gnttoidefung 
jon (a -h b)"? 

auftüfung. 

12^11.10.9 , 
" 1. 

8te8 „ = Cx, a*b' = C^a'^b' = ^^] e.^i)^= 792a%'' 
)Ui „ = Cua V = Cua^b^ = [ ' H aV = 220aV. 
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%. 16. eigcnff^aftra Der 93im>mia(coeffi< 
1) 3)a aUgtUKin 

fo lann irgenb ein SBinoniidfcofffttimt a\x6 6em u 
Ijergeftenbm ®Iifbe baburt^ betettjnet tuertifii, ba^ 
mialcoefficUnten biefeS @liebeS mit btm i^tn juj; 
nenteit von a muitipliciit unb baS ^robuft butc 
ffiin^tit Btrnic^rteii lärponenUn »on b eben bitfcö C 

©0 t|t j. ®. bn« Bitrte ©lieb Bon 

(a + hy = fg^U'b» = lOSOa'b' 
olfo nait) aSotpe^enbem ba8 fünfte ©lieb 

- '-^-^.V _ 1890a.b.. 



2) ÜJie Sinomia(teiI)e ^at immer ein @lieb 
ent[t)re(^enbe Sinontiateiponent @in^eiten enl^äi 
jebe flcraie 'Jiotenj eine* ©inomfl eine unget 
ungerabe $otenj eine gernbe 3(ii3at)[ von @lieb( 
galfe tfat fomit bie S3inpmialreil)e nur ein 3Äit 
jnjeiten bagegen ftnt fie jroei foldjer. 

3fi ber ©rponcnt n getabe, f)flt bie SRei^e 
antttelglieb, fo wirb biefe« 

1.2....(°-l)l 

3fl n ungeiflbe, fo wirb tai eine ber imiltel 



_. „(n^l).. 



ll"''"'-^ fei 



(n+SWM- 
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5)« 6iiiomif*e 


at. 




unb bflö anbert 










° .=f 


-bT^ 


n(n_l).. 


-HWb 


1 n+l 


n+l 




1.2.; 


■■m°p) 




2 










n(ii-I) . 


..^,^._ 


-1 a+l 



'■-■■■Mm , , 

a>it Sinomifllcotfficientm btr beibm ÜÄittelgliebn |inb fomit 
einanbn gieic^. 

©0 ifl j. S. ba* TOittelßlieb »on 
(a + hy = (^) a* b« = f^ a' b^ = 20a'b», 
fcagegtn finb bit beiben Wittetsliebtr von . 

(a 4- b)' = jgUb» unb Qa*b* 
= 35a*b« unb SSa^b*. 
3) StJai^ Dbiflem ifl bet mtt ©inomiatcotfittient = 
"r' _ / " 1 n(n-l)(n-2) .... [n- (m-2)| 
^" ~ (m— ij "• 1.2.3.... (i— i) 



(m-l)! {n- (in-1))! 
9luii f)flt nbet bet mte ©inoiniattofffifient, »on ber 9ie(t)tfn 
gegen bit Sinle fleimmmen, jum SteUenjtiger in b« Sinoinials 
rei^e biejenige 3al)(, rotlcl« (m — l) ju (n+l) ergönjt unb ge« 
!)ö« foinit ju bem (n--m + 2)ten ©liebe. Sein SBett^ ip 
bal^er 

( " 1= E" 

^n— m+2) (n_ (m-1)]!' (q- (n— (m— 1))]! 



|n_(ni-l)]! (m-1)! 
unb ftimnit al^o mit bem mten ©inomialcoefficienten ä&ecein. 

!£)ie ©tnotnialcoefffcienlen altei ©liebet, wellte 
fltei^ weit von ben beiben (Snbgliebern abliefen, 
finb bemnacf) tinanber glei^. 
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4) J) 


t SinomiaUotfftcientcn be$ mtm unb ( 


@litM fint UiHK<l) 




C. unb C, ober 1 ° .1 unb (°1. 






\m— 1/ \m} 


9!un iH atcr 






r 


_l nj „-(„_!) 




l»! 


(m-l) m ' 


alfo Witt), 


wenn 


n- (m-1) > j 


i|l, nuit 




W5»-J- 


Sät 




°-=^^ 


f«I(|l: 




n— m+l > m 


ober 




»+!>.„ 


übet 




=^5»- 



langen fomit unter Setfictftt^tigung ttr Si^e 2) unb 3) ju be 
it)it SSinoinialcocffifienten bet Sinorai 
iBcrben in ber erflen §nlftt immet größer unb 
bis jum 50iitte(flli(b( unb netjmen »on Ijier 
btt jiDtlten §älftt be[0iti^t niiebet fott unb | 
fo baß bie Soeffifienten in umfleftfirlet Oi 
auf (inanbet folgen w>ie in bct ctjien §älftf- 
5) Sejt man in ben ©leicfjungen (5) unb (6) 
a = b = 1, 
fo folflt: 

(i+i)-=2"=i-H(;) + ß) + ...p+...(,. 

unb 

(i_i).-o=i-(;) + (»)-...±(;)±...+(„» 

b. t). bie Summe oder SBinominlcoefficitntei 
wenn ba« jnjeitt ©lieb ))ofiti'o ifl, gefunben 
man 2 jum SSinomialciponenten (joleujict. 

3fi baS jweite @(ieb negati», fo mitl 
<5umme 9IuU. 
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5}tr bitwmifi^c ©afe. 45 

§. 17. süifjosm alt vtmm. 

1) (a + b)' ->? ') (2» — 3b)' — ? 

2)(.-b).-» 8)(T + lf-' 

4) (1 - X)« =? 10) (Kx + rjy =? 

5} (x + y)" =? 11) (ra_- rby-? 

6) (2 — x)i« =? 12) (/— 3 — 1^— 2> =? 

13) mt f)ti^t a) bae brittt, b) baS fänfte, c) baS (i^tt 
®litb ber (Sntwidelunfl (3a*— 2bs)''? 

14) Sffiie ^ei^t ba« smmelflKeb Don (a— b)"? 

15) S)ie beibtn aWittdglieber »on (x + y)" ju beptmmtn. 

16) 3)ü« fftnfjc^nte @li«b »on (a — b)** anjugeben. 

17) 3)a« je^nte ©lieb ber entioidelung g^ — -^^ 
ju befiimmen. 

18) Xiflö fönfte ©lieb »on (a^fr'^b)» ju entwidtln. 

b. Ifit negatine nnb scbnu^enc dqjotmitcii. 

§. 18. Safe Her unbeftimmten ©wfpcicntm. 

1) SP bie ©urnme einer JRei^e Bon bet gönn 

A(, + Ajx 4- Ajx^ + Agx» 4- A.x* 4- ■ ■ ■ - , 

»0 Afl/ Ai, Aj, Ag, A4, 

enblii^e, von x unob^Anoige (Soeffitienten ttejeic^nen, 
für jebenaßettf) Bon x, bie 9tull nidjt außgef^lofftn, 
flieitt 9iull, fo ip iebet bet Soefficienten A^, A^, 
Ae .... felbji flieit^ «RuU. 

2)enn feßt man in bet ©leit^ung 
Ao + AiX + AaX^ + AgX» + A^x* + ... = ... (1) 

X = 0, 
fo witb 

AiX + Agx^ + AgX« ■+- A^x* + .... = 0, 
"'fo au^ A(, = 0. 

Do nun Aj, = 

, fo fflnn bie ©leteljung (1) auf bie gorm 

X (Ai + Agx + A^x» + ....) = 
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46 Qmättx a6|4nilt. 

gebracht twtbm unb ba bieft(b( ftr jeben ffierttj t 
foU, fo muß ftin: 

A, + Ajx + Ägs* + A^x^ + .... - 
morau« folgt, wenn man mtbti 

X = 
f(pt: A, =-= 0. 

@brnfo (äßt fi^ jfiflen, baß unter b» gtmai^lm 
feilt muß: 

,A, = 0, A3 = 0, A, = u. f. 1 
2) @inb bif ©ummen jWeier noitt 
$otcnjtit von X geoibntten 9teit)en 

A„ + Ajx 4- A,xs -[- Agx» 4- . . . 
unb B« + Bix + BäX« 4- B^x" + ... 

»on einetlfi gotra, föt jebeu SBeitl) von : 
ni(I}t au^gfnommen, enbÜc^ unb einan 
fo finb bie (Sotffititnten flleit^namigti 
von z in btibtn Stei^tn einanbci gieid)-' 

3)tnn au« ber Oleit^ung 
Ao+A,x+Ai,x»+AsS^H-...=Bo+B,x4-Bjx' 
folgt unmittelbar: 

(Ao— Bo)+(A,— Bi)x+(Ag — Bs,)x»+(A3— B3 
unb ba bicft ©leit^ung nad» ber 3iorauSfet)t>ng fäi 
von X btflrf^en foQ, fo muffen nac^ bem vor[)erg 
bie Stjit^ungen |lattfinben: 

A„ — Bo = 0, 
A, — Bi = 0, 
Ag — B^ = u. f. n>. 
hieraus ergibt |ic^ ahn fofort: 
K — B„, 
A, = Bi, 
A, = Ba u. f. ». 
anmerliing. 3)iffei; ®a^ raurbc juci[t »on ^il< 
tGSO) bdaiml gemalzt unb mJtb bei ®a^ bei unbe|)i 
fidenten genannt. 

g. 19. «at^tnets ber müiMt m fiinomtfi^et 
negatiDe unti gebrochene ^{idnentcit 

©ei ber obigen Verleitung ber binomifc^en @ 
Cl+,)--l+(;),+(^)x.+(°)..+...4-ö.-+: 
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^fltm icir brfannllid) »otauöfltfe^t, tnf bet ^ßotenjtrponent eine 
flanje pofiH»e BflftI U*, ""* «* wate nun junät^p ju unter* 
fui^en, ob bie Sinomialrri^e (lud) fät negative unb ^Cf 
bioüjtnt rationale erponenten ©iitigfeit ^nt. 

3)a ffir folt^e Sßerttje beß ©rponenten bie Sinomiafrei^e 
offenbot niiijt mefjr abbticfjt, n(fo unenblidf Biete ®Eieber 
onnimml, fo i)aben roir voter^ ju pififen, ob man berfelben in 
biefem %(iüt überbauet noc^ einen €tnn beiCegen !ann, ob man 
dlöbnnn im ungemeinen nod) »on einet ©umme eben jenet 
9teil)e fptft^en, ober mnn fold^e« nic^t bet gaU fein fotlte, unter 
toeldjen SSoraußfeftunpn bieftfl geft^e^en barf. 

3ii 3:^1. I. S- 200. 5. wutbe fleicigt, baf bie Summe 
1 + X +'s» + X« + X* + .... (2) 
von unenblict) vielen @(iebetn einen enblic^en 3£ert^ liefert, fo;^ 
balb ber abfotute Sßett^ von x Heiner aI8 1 ifi, unb reit ^aben 
. ba^er junÄrfifi ju untetfud)en, für weli^e Slßert^e von x bie 
©umme ber Binoraialreit)e (1) flc^ immer metjr unb tneftt einem 
enblicfjen SÖett^e näfjtrt, je rae^t Slnfangögiiebet betfelben man 
fummitt. 

Um biefe SSeilje (1) mit ber geometrifc^en Meifje (2) vet* 
gleit^en ju fönnen, feßen mit 

x< 1 
Voraus, ma« roic um fo e^er t^un bürfen, a(* fJd> Jebe* Sinom 
auf eine folt^e gorm bringen (ißt*). 

Setrat^ten roir aldbann bit groei unmittelbar auf einanber 
folgenben ©lieber a^x" unb an.+ix"^'', fo ftnbet man: 

n = /'^l = P(n-l)( n~ 2) .... [n-(m-l)] 

^ [mj 1 . 2 . 3 .... m 

/ n ^ n(n-l) (n-2) .. .. [n- (m-1)] (p-m) 
^+' [m+lj 1.2.3 .... m(iD+l) 

unb ^ieraufl: 

«m+i n — m m — d 

am m + i m+l' 

•) 5Benn ift j. iö. p > q, fo i|l 

(p + ,). = pn(l+.j|, 

b« romn matt |-^ «, „0 « < , ip, fei^t: 

(P + q)" = P" {1 + x)- , 
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' 48 äneitti Kbfi^nitt. 

9teI}nitR loti fomil m > n, fo if) baS Set^AItni 
obfolut genommen, ((eintt a\& 1 unb bie abfofuten SBe 
Soefficienlen bcr binoraifil)en Mti^e bilbm «Wbann »o 
gririffen ©teile an eine abnef^menbe Steige. ^xtH)tn vc 
naij bie SinomialrHftt bei bem ©liebe a„x" ab, fo er^i 
Wenn man a„ abfolut nimmt, für bie Summe _a bei 
genben ®liebei berfelben: 

a < a„x"+> + a„x"H-^ + a^x^+s + ... 
ober 8 < a„.x"H-i (1 + X + x« + x« + ...) 

obft, ba Mä) 3;^[, I. $. 200. (4) füt x Sj; 1, 

1 + X + X* + x" + .... = -j-l^, 

wenn x < 1 ifr 

3}un fann man abrt m fo groß wählen, bag s 
wirb alfl iebe nod» fo fleine 3a|)l (2:ijl. I. $. 65. 7.) 
Summe bet ©lieber btr Sinomialrci^e (l) ^at alfo imm 
tnbli(fem SSJert^, fobalb x < 1 angenommen wirb. 

Stai^bem wir und Aberjeugt ^aben, baß bie @uii 
ber ajinomicilrei^e, toetc^e filr (1 + x)" refultirt, fttti 
\% fobaib X < 1 i)orau«fleff$t loirb, wollen mir nun 
jelgen, baß biefelbe aui^ unter biefer fflorauSfe^ung fi 
negativen ganjen 3Berl^ beS @rponenten ©ittigfeit ^i 

9ejei(^nenmuitbnjn)tigan}epof!tioe3"|)len, foiftnad)! 

3RuIti)>Iictrt man betbe ©leidjungen mit einanber, fo fol 
(1 4- x)»+" = 1 + Aix + A,x* + Agx» + . 
wo Ai, Ag, Aj, .... irgenb Summen »on 5ßrobnr 
©InomialcoefPcienten ber jwei für (1 + x)" unb (1+ 
^altencn StnomtalTeiI)en bebeuten. 
lEa aber na^ §. 15 (4) aut() 

(i+,r+._i+C»+").+("'+")x.+(™+»).. + . 

i% fo muß 
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^ 6huimf(^t Sag. 
1 + A,x -KA.x;» + Äj,x« .... =1 + {'°f)x 



+ (■ 



'm-f-n^^g , /"m+n^ 



fein. !I)iefe @lttc^ung f»at 6ti ganjfn )}ofitiven m unb n für 
itben SSiert^ von x, bagegen, rote ioit o6m gefel)m I)ab{n, bei 
negativen, ober gebrodjenen Stponenten nur fflr BBett^e von 
X < 1 ©iltiflleit. Unter tiefer Ifßtert SwauSfepung ift aber 
nad) eem 6ü$e ber unbepimmten ©uefficienten (S. 18. 2): 

A. - C»!») 

A, - (■»+») 

A, = (-+») u. f. ». 
mnb ba« Mtfultat bet 9RiiItiplicalion ber beiben Steigen flimint 
foniit mit bemjeniflen überein, welche« erfialteti roitb, wenn man 
in bcr für (1 + x)" et^nltenen JReifie (m + n) flatt d fe^t. 

aStbeutct nun rtögeraein [x, n] ten Sffiertjj bet Sinomiat' 
tei^e, njeldje (1 + x)" entfiJtic^t, fo ^at man nni^ fflotfte^titbem 
für beliebige ^ertt^e von m unb n: 

Cx, m] . [X, D] = [X, m + n]. 
Qt^ta toit I^ierin m ganj vorauf unb 

fo folgt: 

[X, ~ n] . [X, n] - [X, 0] = 1, 
unb et Witb foniit 



ober trenn reit auf bie ©ebeutung biefer Symbole juröcfgetjen, 

b. i). bet binemif(^e ©ap gilt aud) für negatii3f*flanje 
äatjrcn, fobalb x < 1 If». 
Slud obiger Siellation 

[X, m] . [x, n] =- [X, m + d] 
folgt femer attgemein föt beliebige ffiertfie von m, n, p, q, .... 
bie SBejieltung: 

[X, m] . [x, o] . [X, p] . [X, q] .... = [x, m+ n + p + q+ ....] 
unb tvenit man hierin 

m='n = p =iq-= .... = ft 
«Ol». allg<oi(iii! «riitmtttl. 11. 1, «ufl. * 
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50 Sn>til« Sttf^ititt 

fc^t unb 6ie anjd^l ber galtoren ba linfm ©fite burd} v tt* 
jtit^nrt: 

[X, pI» = [X, ftv]. 

3ft nun ^v tine aangt, pofiiitw ober nfflatioe 3at|t *= », «If» 
K pv] = (1 + x)", 

*fO IBltb 

[X, f,r = (1 + x)- 

ober [X, (»1 = (1 + x> =- (1 + x)^, 

100 icßt (i eint belitbigti pofliiDe ober negative gebrodiene 

3a^t btbeuttn fiinn. 

^it SinomialTei^c ifi beninat^ unter ber 93orf 
ouflfejunn x < 1 für jeben beliebigen rationnlen 
SEBert^ ton n giltig. 

Setfpiete. 

1) (n_x)-* = l + (-6)x+-A<I^-rl)x*4. 

_6 (-6-l)(- 5-2) 

1.2.3 "^ ■""' 

= 1— 5x+16x*— 36x8 _|_ _ _ 

2) (a-b)-* = a-* - (_4)a-^ib + -*(-^- j)^_-.^, 

__4(-4-l)(-4-2) .^ 

1.2.3 a -^..■ 

=&-*+4a-'b-^-10a-*b*-f-20a-'b» + .... 
_^ 1 4b JW 20b^ 



1 / 1 
3){a+b}*^a* + -^a*-" 



t,)*^a* + 4a4-'b + .'-!?- 



|(izfc),.,^i(h')N(H-.., 

1.2.3 ^ 1.2.3.4 ^■■' 
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Ster binotnifij^ Sa^.' 



3/3 
4 4 



1 . *2 . 3 



-v + -.- 



^ 4^ ^ 32^ -y 128" ^ 

= J- Ay _ _^ _ _v_ _ .... 

' 4x* 32i* 128x* 

§. 20. 2)er JwüpiomPe Saft. 

SIuö btm grüneren ge^t unmittelbar (itisoT, baß bie aSoria« 

tionöformm »on V'(abcd — ) flbminPimmtn mit ben ©litbern 
b« »Pottiij (a + b-4-c + d+ ....)», wenn bie *lHulti|)Ii= 
catisn fuccefRve (d sotgcnontmeit tvirb, bag man [immllic^en 
®£ifbem btr »ottittgeljenbfn *JJ(rtenj jutrfl a, bann b, bann c 
- u. f. m. Botft(tt. 

SRun fann ab« V'(abcd — ) aud) aufl C'(abcd....) gt» 
bilbet mtrbtn, inbem man iebe iliimpltrfon bicfn noi^malS ptn 
mutict, unb ba ba£ aUgtmeim ®lieb bet nttn Kombination^' 
tiafft bit gotm 

a" hß er i^ .... 
\)at, 100 

« + /? + y + 5+ ■■ ■ ^ n 
i% fo fann man fetjtn: 

(a 4- b +c +d + . ■ ■ 0° = -ST* „ a« hß er di ... 
'.ß.rA- 

tx.ip'.y'.ol... 
WO ^btbeutet, bog fßr a, ß, y, S, .... b« JSei^t nad) oDe 
pofttiotn flanjtn Sa^I'i", ''i* ^uW nJc^t ouöfltfdjlofftn, ju f($m 
feien, loeld^e bei SSebingung genügen: 
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So ifl j. ». * 

(a+b+c+d)* = P^(a*) + P*_(a='b) + P4^(aM + 
P4_(a»d) + P^(a*b*) + P_4 (a»bc) + P^(^bd) 
+ P 4 (a»e^) + P_4 (a^icd) 4- P. (a'd*) -f- Pj^Cab») 
+ P 4 (ab^o) + P4^(ab''d) + P^{abc*) + P4(abcd) ~ 
+ P 4(abd*) + P4 (ac^) + P 4]aeM) +'P_i_(acd') 
+ PU^d") + I'lCb*) + PjV*") + Pj^Cb'd) 
+ Tljhy) 4- P^(b*ed) + p4j;bMä) + p4_(bc>)- 
+ P?(boM) -I- P^(bcd>') + P^^bd*) + P4_(c*) 
+ P_^(c'd) + Pj^{oM») + Pj_{cd») + P_4_(d') 

3 S.i 3 * 

cbei 
(a 4- b 4- c + d)* = a* + -4a*b 4- 4a»c 4- ^a^d 4- ea'b" 
4- ]2a*bc 4- ISa'bd + 6a'c' + 12a*od 4- 6a*d* 4- 4ab'' 
4- 12ab*G 4- I2ab*d 4- 12abe* + 24abcd 4- I2alid» 4- 4ac» 
4- 12ac^d + 12acd* 4- 4adä 4- b* 4- ib^c + 4b"d 4- 
eb^c» 4- ISb'ed 4- 6bM* 4" 4bc* + 12boM -f 12bcd« 4- 
4bd» 4- C 4- 4oM 4- 6cM* 4- 4cd» 4- d*. 

aninetliing. äuc(i bet binomij(^ @aö lann jut ^Dlenginmg 
Mn ^Dlijncmim angeioenbet iDcrbm, toie ouS Saifillebenbem ^emotge^t. 
Um j, S9. bett äB«rt& D»n{a4-b+c)* ju entwiiieln, felje man ooTerp 
a 4- b = in 
unb belUmme 

{m + c)' = m' + 4m'c 4- öm'c' + 4mc" -f t*. 
gili^it man nun miebet b<n äBert^ t>on m tb, fo loitb 
(a + b + c)* = (a4- 1»)' + 4 {a + b)» c -i- H (a + b)' c» 

+ 4 (a -j- b) c= + c* 
= a' + 4a"b + lia'b» 4- 4ab' 4 b* + 4a»c + 128*00 -|- laab^- 



g. 21. auffloliEn juc Hebung. 

1) (a 4- b + c)ä =? 3} (a 4- b + c)^ =? 
2 (a + b 4- c)* =? 4) (a 4- b 4- e)« =? 
5) (a 4- b 4- c 4- d)»=? 
6 (a4- b + c4-d>=? 

7) (a 4- b 4- c 4- d)« =? 

8) (äa — 3b 4- c)3 =? 

9) (4x» + 3y» — 22*)* =? 
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strittet nhf4niit 

§. 22. @infadje afier abfoEute SlSalnlt^einlti^ett 

1) Unter btr einfallen ober abfoluttn aßa^tfijjeini 
tif^fdt ($ro6aM[itat) itgenb eine« ertiflnifftfl öetfltljt 
man böfl Sßetljältniß bec für baö ©intteffEii btffflbcn flönt 
fiigcn S&Ut )u ber 9(njaf)l aDer gäUe, iveldje ÖbtT^au))t dn' 
litten fönnen ober niögttd» finb. 

Wtan btüdt befl^alt» bie Slßflftrfcfjemlic^feit eine« (Steigniffeä 
buTi^ einen Srud) auS, beffen ^^Mci bie ^njal)l ader t)itn' 
fligen unb beffen Stcnner bie Slnja^l aller mögUdfen SäHe 
anbeutet. 

©oD mfln g. ©. Angeben, mit groß bie SBaljrfiJjeinlif^feit 
iß, mit einem SQürfel eine 6efifinmte Kummer, etwa 5 jU icerfen, 
fo erC^Ält man, ba nur biefer eine gctU günpig ifi, rcä^renb 

6 »erf^iebent SÖörfe mSglirf) finb, tofüi b(n 8nK^ g. 

^ejei^nen mir allgemein bie äßaljif^einlic^leit be« @in> 
treffen« irgenb eine« eteigniffe« butc^ W, bie Slnja^l aUet bem 
Eintreffen gfinfligen S^Ue burc^ g unb bie a&er möglii^en 
gaile buK^ m, fo ift ' 

W = ^ (1). 

2) •man trfiel)t tffeiau« fDgleic^,' baf bie «ffia^rft^einlidjfeit 
um fo grölet ift, fe grSfer bie anja^l bn günfiiflen 
SäHe im aSeiliitltnifte ju bei aDer mSglidfcn ifl. 
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XiriCtn abfC^nttt, 



w-i 



3n bitffm %aüt fagt mtin, ba« gintttfftn b(« eteigniffe« 
fei jwtiffl^aft. 3t na<^bfm abtt 

auöfiUt, ifl bad Eintreffen n>a^Tf(^einlt(^, obn unn)al)r> 
f*tinli(^. « 

aßirb g =» m, 

nlfi> W = 1, 

fo mitb bft aja^rf(^einli(i)Wt jur ©eroigljeit. 

2)ie (£int)til tj) fomit baS €9mbo( bei Oeut^^eit. 

3) iDit SBaljrf^etnli^feit ,. bag tin @igetiiii$ nfi^t, ron<= 
btrn ba* ©egentljeil eintreffen »erbt, nmnt man bit tnU 
gtgengefe{(tt SSa^ifi^einlic^feit btS tjeljoffttn Srtig^ 
nlffeö. ©ejeic^ntn wir bitfelbe burcf) W, fö mitb offenbar 

W = l-S _ ^ f3j_ 

^ mm ' ' 

@o tf) alfo in obigem 39eif^tt(t bic ^a^rf(^tinli(^[fit, bafi bie 
Summer 5 nic^t faßt ober bit entfltfltngefejte-aßa^rfi^einlit^leit 

4) Sinb bti !Rei^t na^ ünttr m gltii^mögti^tn %hütn 

einem ertiflniffe g„ g,, gj, g^, gaile gönfllfl, fo ^at 

man im ®anjen 

gl + gl + gs + g* + ■■■• 

flflnflige gäUt. ffllfo erhält man für bie 9Ea^rf(fteinl^Wt, baß 
ber eine obti ber anbete btr gflnRigen gftße eintttfftn metbe: 

__ gl _L gs _L, Kb _i_ 

m m m " " i 

b. Ij. bie ®aljrfd)einti(^feit eine« eteigniffe«, bad 
mtfite SERole eintreten tann, tft glei(^ ber Summe 
ber flbfoluttn SBofirfdteinli^feiten aller einjelnen 
«ai(e. 
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jE)ie Slia^rfd|einli<^feitS»$nung, 



Beifpielt. 



1) aßie flrog ifl bie äBti^irft^emti<^!eit , au8 bem 6etannten 
Äattenfpiele oon 32 «(ättetn «in ®ilb ju jit^en? 

Slufrüfung. 
3)0 ba« ©pid nur 12 Silb«, im ©anjen obft 32 Savtett 
enthalt, fo tp g= 12 unb m = 32; fomit bie tierlangte ä(Ba^ir= 
fi^einli^feit 

w = A3 = l. 

32 8 

2) 3n einet Utne befinben fw^ & [djtoatje unb 9 toeiße Sugeln; 
wie gtog ip bie 3Ba^rf4etnIi<^teit, auf ben erpen 3"9 ») *'"* 
f(^toarie, b) eine weiße ffugef jn feefomtnen? 

ÄuflBfung. 
3m ganjen pnb 5 + 9 ober 14 ä^fle mBgti^, olfo i(l 

a) für ben 3"fl einer fi^tuarjen: ' 

b) für ben 3"fl "^^" »eißen: 



3) aSie gvog ifi bie 3Ba^rf^feinli{i^teit , mit 2 ©ütfetn 9 ju 
loecfen? 

atuftöfung. 
3m ®anjen (mb 6* = 36 aößtft mögli*. Ea nun jut 
Oueifumme 9 nur bie 4 Sßnviationen 36, 45, 54, 6$ mit SBieber- 
Rötung mBgli* finb, \o mxb 

4) Sie groß ift bie !ffi4tf^einfi(^teit au8 einem gemi((tten 
^iquetfpiele 5 ßorreauj ju jie^ien? , 

auflöfung. 

3)a ba8 ganje ©1)iel 32 Sorte« ent^tt, »on »eitlen ouf 
Cag arten 5 gejogen »«ben I6nnen unb Bou ben barin enthaltenen 
S ßaneauf (H 5 berfelfeen auf Cg Mrten jie^en taffen, fo iji 
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w = *^? ^ ^-^-^ L_ 

** ** 1.2.8.4.5 

5) !£)ie sctDü^ntic^e Sa^Ienlotteiie befielt auS 90 91 
eon weiften 5 9C309«n ueiben. SBte giog i|l bic äBo^f^in 
bag unter bcn gcjogeuen 9tumern fii^ a) eine, b) juet, c 
d) oier, e) fflnf 6e|Hmtnte Slumetn ttpnben? 

^uflBfutig. 
s) Sa ^ier 

m = 90, g = 5, 
fi> in für einen Sluejug, nie man biefen ^aXL ;u nennen 

b) 3n 90 9iument flnb 

C^ = 4005 . 
unb in bcn 5 Iteffern 

Cr, = 10 amfcen 

enthalten, alfo i(l 

m = 4005, g =■ 10 

«"' ^ - i5S5 - 851 - Job - "■'"""''' ■ ■ 

c) 3n 90 SRumetn pnb 

Ö„ =117480 

unb in ben 5 Treffern 

C, = 10 Jctnen 
entölten, fomit ifl 

W == -^- -. ' 

117480 

d) 3n 90 9inraern fiat 

C^ = 2555190 
unb in ben 5 Ireffexn 

Cg = 5 Ouatetnen 
ent^alien, ba^er ifi 

W = ^rAiZn = ^«« = 0,00000019568.. 



■ Google 



Sie Sa6rf(^dnli^(dt8it(f)miijg. &7 

e) du 90 9!ntn»n jinb ' 

C»o = 439492G8 
unb in ben 5 Steffern 

Cj = 1 Duinte 
enthalten, fcmit tfl 

6) Sie flrog ift bi« SJa^vfi^eiiiliti&teit, mit jaei äDfiifcIn ent- 
toeber 5 obti 7 ju loerfcn? 

auflBfunß. 

4 
3>ie Sa^i:f<i^einlic^teit 5 ju werfen ift = — , bie 7 ju loeifen 

= -, alfo tt<id) 4) bie oeilangte 3Ba^);f(^cin[i4tät 

w-± + A = H=.A. 

36 ^ 36 36 18 

g. 23. »cratiDe und jufammmgrfe^tt S^ol^rfd^nlidirett. 

1) 3Iuß» ber oben beijanbdten cinfflddm obti a&folutm 
SBa^rf<^finnii)ftit unterff^eibet man noi^ bit ttlativt unb ju« 
fammen^efe^te Sßcif)ifc^einlid|(fit. 

2) Xie telatitie SAt»tfc^einn4}[eit wtib ti^altm, 
WHnn man mtljtt gäOe, »e(c^( mt^ren bejiimmten ®reifl= 
niffen günpig ffnb, mit einanber in SSttgleidjung bringt, o^nt 
l^iabti auf bitjenigm StiHe j\i a^ten, votlijt äbtx^an^t no<^ 
mögiic^ Rnb. 

aStfinben fii^j. ©. in (inem ©efäfe 5 fdintarjf, 8 tot^t, 
10 gelbe unb 9 blaue Su^tln, unb man fragt, wai bie 3iBa^^ 
fi^einlit^Itit fei, e^er eine fc^wacjt, als eine rot^e ju gfet)en, 
fo baf a(fo aQe %Mlt, xoa gelbe ober blaue gejogen metben, 
ganj o^ne dntfcbcibung bleiben, fo nennt man biefe 3Ba^rf$ein=^ 
lit^feit eine leiatioe. 

3) Unter jufammengefeeter SBal^rf^einl^feit veifttl^t 
man bie SBa^tfi^einne^feit für ba« 3ufammentreffen jroeitr, 
ober mel^tervon einanber unabhängigen @reigntffe, fowit 
aui^ bie 9Ba{)rf^einti$fett, meicijt burd» baS @inlreffen eine«, 
ober mefiter »otauÄge^enben Greigniffe bebfngt roirb. 
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58 3)tttl« «6|<6mtt 

(t(^ (im befummle MnjQ^l numtririet ^ttttl bt^nbet, geniiffe 
Stumem in vorgefdiTicbenrr SDrbnung ju jic^tn, if) tim jiu 
fammengeft^tte. dbtnfo bic SBafjrff^ttnlfc^feit, mit einem SäJätfe! 
Jtvei gltit^e 9Iumem nai$ ein^ber ju werfen u. bgl. 

§. 24. Seftimmung Der nlatUien SBo^tfillrittlii^rett 

1) <5inb tton meE)ien dreignifftn bent erflen gi , bem jraeften 
ga, bem biitten gg ic. %&\it günflig, unb btiti^ntt m b(e 
^nga^I allfT möglichen %&Üt, fo gibt e$ 

gl + gs + gs + g« + •■■• 
enlf^eibenbe güKe. aifo iß tie aß«Ijtf(^elnri(t)feit für ba« 
©intteffen be8 erflen Sreigniffefl: 

W, = ^ ^, 

gl 4- ga + g» + -... 

bie 3Bat)rf<$einli(^feit für baS Eintreffen beS jiveiten @reigniffe«: 

W, ■ -?« -— u. f. »D. 

gl + gs + ga + ■•■■ 

3)i»ibtTt man in birfen SludbtÜden ^äffitt unb 9Irnner bur^ 
m, fo folgt: 



W, 



Sl ^_ M ^ Mfl 4, . . . . 

& 
W, ^ ^ ^ u. f. 10. 

g^ + gA 4, g» _[_ 

Die ^elattue Sßa^rfc^eintic^feit beö ©reigniffe« 
n)ttb a\\o et^alten, wenn man bie abfolult äSa^i« 
f(^einlic^feit biefeä (Sretgtiiffe« bur* bie ©umme 
bet ab fo (Uten aBaljtf^einlic^feiten aller @reifl= 
niffe, bie in Setroc^t lommen, biwibirt 

Seifpiele. 
1) 3n einer Urne, bepnben fii$ 5 rott^e, S blaue, 10 [e^toaije 
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2)t( SBofiif^rinliiJteitSKifinung. . 59 

unb 7 tneigt ^ifgeln. ^ie gtcg tfl Cie Ü&a^rft^einliii^teit, auf ben 
etpen ®riff e^er eine weiße, aU eine rot^e ftuget ju jie^ttt? 

auflBfang. 
Iiie SQJa^tft^einli^felt föt Im 3119 finer tteißen Äugtl ifl 



5 + 8 + 10-1-7 

für ben einet rotten 



5 + 8 + 10-1 
bo^et bi« oertangte Sa^tf<%einli(^(eit 



^ L ^ A ^ + ^ ^2' 

30 "^ 30 
2) On einem ©efäße fcefinbeii fn^ 8 f4»)arje, 5 tteige, 10 gelfee 
unb 4 rot^ie Äugeln i(nb jwei berfelben foljen gejoae» »«ben. SäJie 
grog i|l bie SKa^rfi^einlit^feit, boß biefe e^et eine ft^watje «nb 
eine ge!&e, aÜ eine Weige unb eine lot^e feien? 

HufliJfung. 
Die ff^njlitjen unb bie gelben taffen fic^ ouf 8 . 10 = 80 
Ätfen unb bie toeigen unb tot^en auf 5 . 4 = 20 arten »erttnben. 
e« wirb ba^et • 

" an (tn A. 



ÖO + 20 100 5 ' 

3) JHJie gtog i(i bie SEa^rf^einltc^teit mit j»ei aBiJrfetn e^t 
8, ofa 5 au imetfen? 

8luft6fung. 
©te SSSo^rfi^einti^leit 8 ju tteifen tfl ^, 

" " ^ U'^ 

cd\o bie »ertongte tElatiee S!Bü^rf^einÜ(^(eit = — . 

g. 25. Seftimmung Iier jufammengefe^tm Waift^ättinlUtfitii. 

©inb unier jwet gleidjjeitigen greigniffen benfetfien unter 
Uli %ä)itn gl %äüt, bem jroeiten unter tUj g&tlen g, %&üt günfltg, 
fo finb bie abfoluten 9I!af)Tfd)einl!t^feiten für beibe @reignif[e 
feejüfltit^ 
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W, — ^ unb W, — ^. ' 

9tun fann aber iet>er fctr g, btm trfint SreignifTt günßtgnt 
Säfle mit ben gt^^^^^- it)Hä)e> tcm jtoriten @Tti{|niffi giin{lig- 
finb, auf g, gg Bfrf(I)itl)em 8Itt«i werbunbm rottben, fo baß 
»ft nlfo fät baS gfti^jtitiflc ©intreffm tteitct Srtigiiifft g, ga 
günfifge giDe ^abm. ßbcnfo (äffen ft^ bie nii mögti^en gälte 
bt4 erfttn (Sreigniffed mit ben m, mögtiditii g&fftn be^ itveitm 
auf nij m, Dttfc^itbtne 9(rttn tetbinben, fo baf im @anjen 
nii xDg gäUe mfigli(^ fitib. gut ba« gleic^jtitigc Sintieffoi bttber 
QErdflniffe ip fomil bie 9Bafttf(^einIi(^Ieit 

W ^ -^-^ = -^ . ^ « W. . W,. 

9tt^men Wit no(^ ein brilte« Sceigni^ an, bem unter m^ mög« 
liä)tn gillen g^ gAQe gänflig imb , fo tr^alttn wir auf analogt 
®tife für ba« glei^itige eintreffen ber brei (Sreignlffe bie 
aSa^if(^einIl(^feit 

W = ^ . -& . ^ =» W, . W. . W.. 
lUj mg nig ■ ' 

23ie jufommenflefeftte gBa^rf(t»einli(ijfeit fi'ir 

bad gleii^jeitigt @intreffen metjrer @reigniffe i^ 

alfo glei^ tiem ^^tobulte ber abfoluten 3GaI}rf(i)ein = 

lic^Ietten für ba« eintreffen jebt« einseinen, von 

ben übrigen nnabttdnßigen, (Sreigniffee. 

iSeifpiete. 

1) SBSie flrog ifl bie 2Ba^rf(^einIic&Ieit, auS einem aeniir(%ten 
$iquetfpiele »on 32 ffaiten umnittelbac nai^ einanber einen ^öntg 
«nb eine !Came oon ber glei(^en garbe ju jUl^en? 

Sluflüfung. 

SBa^tf^nlt^feit einen fiSnig ju jie^en = -^, äBal(|t[c^etn= 

Ui^'eit i^ierauf eine 2)anie ju }ie^en = — ; fofgtii^ bie tieilangte 

4 4 1 

^ ^ 32 ' Sl " 62' 

2) äBte groß i(l bie äßa^tfii^einli^feit, mit einem 2BürfeI eine 
befltmmte ^alfi jtoeimd aaH) einanbec }U toerfen? 

nigiUrrlbyGOOglC 
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aufUfung. 
SDtE Sa^rfi^einti^feit, bafe biefe B^^ fi6«^n»)t fällt, ip 4". 
folgliil^ iDiib für ein itceitnoligee Eintreffen bie ^a^rfc^einlii^feit 

^ 6 ■ 6 36" 

3) Sißie giDg ijl bie aBat)rf(^einti(4Mt, wenn au« 90 ton 
1 bis 90 numerirten Scofen 5 geiDg«! Werben, bafe bie jule(jt-9e= 
jogene 9himer eine befiimmte fei? 

aufißfung. 
tiit SSial^ifc^einlic^feit, auf ben 

Iten 2ten 3ten 4ten 
3«fl nit^t gejogen ju »erben, ift tejftgtic^ 
89 88 87 86 
90' 89' 88' 87 
unb bie 2ßa^rf(^einlid)(eit, baß jle gejogen »irb =i — . 

äßan er^It [omit für bie cerlangte Sa^rf^eintii^feit 

_89 88 87. 8ö _1 ^_1_ 

~ 90 ' 89 ■ 88 87 ■ 86 90' 

4) SSon 90 Siumem »erben 5 gejogen; ttie gtog ijl bie 
SBül&rfqeintii^(eit, baf »ier 6epintiitte Siumern bet iRei^t nac^ in 
gegeben« Orbnung jncrfl gejogen werben? 

üuflcfung. 
Wtan er^It 



W = 



90 ' 89 " 88 ■ 87 , 61824560' 
5) 3Bie groß ift bie aSa^rfi$einli(^(eit, bog ein ©pieler bei 
bem ^iquetfijiele »ier gleiti^e ffarten (Slg, 3)omen ic.) erhält? 

StufliJfung. 
So bie Karten be!annlti(^ in ber Sßetje ausgegeben »erben, 
bog jeber ©pieler 12 Karlen er^It unb 2 ^ort^ien »on 5 unb 
3 Karten gelegt werben, fo ijl bte Slnja^I ber mügU^en ®))ie(e, 
meiere überhaupt ausgegeben werben f5nnen, 

■= C„ . C„ . C,- 
<Sin ©pieter (ann aber 

mal 4 gteiii^e Karten ersten, folgli^ ifl bie »erlangte aiBal^rf^ein= 
lic^leit 
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§. 26. aöo^rfiljeinCit^relt für )ta@ ettrttefttn ttneö ©KiflniffeS 
twti mdfvtn. 

1) 33«jei(i)nen W^ unb Wj bie obfoluttn aßotjtfc^tinlif^. 
ftitm fäi bad SiiitTtffen jroeifr (Srtignifft, fo finb bit f8iaf)Tf 
ft^tfn (((^fetten, ta$ btibt ^Tfignif^e ni<$t dnittffn, btjAsl^ 

1 — W, unb 1 ^ W^. 
©Ditiit if) na^ $. 25 bte jufammengtfcttte SffiaE)Tfi^rinIt(^fe[t, baf 
glei^jtitig beibe @re(gniffe nit^t eintteffen, 

— (1 - Wi) (1 - W.) — Wi . W,. 
.^ieiauö folgt abtt unmiltdbat für bie enlgtgtngtftt^tf 3Bat)rf 
f(^nn[t(^Ieit, obtt fät bie SBal^if^etnlidjfett, ba$ tvenigßend 
finefl biefec ©rdflnifft eintreffe: 

W = 1 — (1 - W.) (1 — W,) , 
= 1 — Wi . W,. 

2) 5)utc^ eine i^nfit^e Sctracfjlung erhalten roir für ben 
%aH, ba$ untei mehren einzelnen @retgniffen, beten abfoiutt 
aßa^rft^einlii^feilen ber SReil)t nacl) W,, W^, W», W«, .... 
finb, wenifl^enS eines eintreffe, bie Sa()tfc^ein(icbfeit 

W — 1 — (1 — WO (1 — Wg), (1 — W,) (1 — WJ . . . . 
= 1 — Wi . Ws . Wa . W^ .... 
S)ie aBatjtfieinlidjIeit, baß »on mef)ten eteig» 
niffen »enigpenfl einefl eintreffe, wirb al(p ge* 
funben, wenn man bad ^robuft ber cntgeoengcfeßten 
üSSa^rfc^einHc^feiten in Sejug auf bie etngelinen fSxi 
eigniffe »on ber Sin^tit fubtra^irl. 

»eifpiele. 

1) aSic flrcß i(i bit SßJa^^einlit^teit, baß unter jmei aSÄrfen 
mit juiei SBfltfeln menigflene einer berfctben 5 ober 8 Saugen fä^It? 

auflSfunfl. ' 

S>a bie obfofute äßa^tfi^einU^feit 5 ju »etfen ^ ^ = q 

unb bie 8 ju tterfen =■ ~ ijl, fo fmb bie entgegenaefeeten aBa^r= 
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aäJaM^Eintt^feit 

W=l--?-.^-l-^=i^. ■ 
9 86 81 81 

2) ?I«« eintin gemift^ten ^iquelfpiele ton 32 fiarttn Wirt 
^tDeimal nac^ einanbei eine Statte gejogeu. ~ £Qiie giof i^ bie Sa^t= 
fti^einlic^teit, bag biefelbe ein %g obec ein Soeui fei? 

Stufiafuno. 

4 1 

SBa^rfi^eintic&feit ein aß ju jie'^nt = — = -—; S!Ba^r= 

^olgfiä) finb bie 

entgegengefe^ten 9Ba^rf(^duti(^teiten bejflgltt^ ~ unb -j. SS niib 
ba^er bie »erlangte Sa^tfc^etnlii^teit 

■ w = i -1 l = ,_2i_Ai 

8 ■ 4 32 32" 

g. 27. Sß^o^rft^finlU^fU bei föicAet^Iung Don VerfiuQen. 
Um einen bepinimtm gall öor SJugen ju fjaben, »oHen 
wir anneE)inen, man ^aU a fdjtvarje unb b loei^e Sü^tln in 
einer Urne, fo «rljäU man fflr bie 5ßa^rfi^tin[icl|)feit W^, auf 
feen erfteit ®riff eint f(t}Warje ihigel ju jitffen: 

a -H b 
unb für bie 5Bal)rf($EfnIici)feit W„, auf ben trpen 3«a «in* 
roei^e ju befommen: 

a -h b 
SSJerben abtt jraei 3%t na^ einanber votgenommen, voiauj' 
flefeftt, ba^ bie flejogine Äugel jebeflmal roiebet in bie Urne fle= 
TOOtfen »Birb, fo fönnen bie gejogtnen Äugeln fein: 

1) jwei [(^BjarjE, 

2) eine tceife unb eine ft^warje (in beliebiger Orbnung),' 

3) gmei »ei^e. 

2)it 3BaE)tf(^einlid}feiten für biefe gSKe flnb Alfo mi) i. 35, 
iDtnn auf tfe Drbnung in ä9ejug ber 91uffinanberfDEgc feine 
91üd|i(^t genommen wirb, bir 91eil)c na^: 
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64 , S)ritt« Äbf^nitt. 

w\, 2w, w,, w^ 

gär bm goD, baf btdmat na^ einanb« fltjogm wirb, Umm 
bie ffugtln fein: 

J) brei fc^matje, 

2) jmei fd^roaije unb eint ntift, 

3) (ine fc^warje unb jroti mti^f, 

4) tjti rotißt, 

unb bie entfpre^tnben aßa^tfcf)finli(f)rfitm finb fomit, romn »on 
ber Orbnung, in ber bte gatben folgen, abgefe^en »üb, btjüglid) 

w;, 3w;w„ sw.wi, wi. 

Stnaloge 33elra(^tungen fähren ju bem @i^[uffe, baS bie 
eingelnen 91Ba^cfc^nnli(^fetten für bie mögüdjen %i\it, mtl^t bei 
n tuitber^olttn SStrfui^en eintreten fönnen, ber Sielte nai^ «u^s 
gtbräcFt finb tutä} bie einjclnen ©lieber ber Sntmidelung von 
(W, + Wj)°, atfo naüf S. 15 (5) bur^J bie einjetnen ®(ieber 
ber »eil)e 

w^, (5) wj-'W., fy wr^wi, {3)wr''w= ws. 

Das erfie ®litb biefer 9tei{)e brMt alfo bie aBa()rf(^ein(id). 
Feit aus, boß bei n äJetfudien \>ai erfie (Sreigniß q inol, t>a& 
jweite ®Iitb, baß bei n SJcrfut^en bafl tr^e Steigniß (d — 1) mal, 
hai jroeite nut einmal eintreffe u. f. ro. 

Snan erhält fomit allgemein für ben gall, bof 
unter n »iebet^otten SBetfudjen ba« erfte Steigntß 
(n — in), ba« jMJtfte m mal in »illlüljrlirfjer fOxtn 
nung eintreffen foll, bie SBa^rfi^einlic^feit 

w = (°)w?-"W? 

n(n-l)(n-2)(D- 



Ju (eöen. 

Um bie Sal)rf(^einlic^feit ^i ben ^aü ju erhalten, ba^ 
ba* crfle ©ceigniß weniflftene (n — m) mal eintreffe, mo alfo 
aKe gflde, in weiften t« flie^r al« (n— m) mal jutrifft, mit in 
Selcac^t JU jielfen ftnb, ^at man bie @umme au« fAmmtlidjen 
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©liebem btr Sntioicfeluna »on (W^ + Wg)" bi« ju btm bit 
2ßal(tf(^etnli^feU, baß boÄ tt|ie (Sttigmö nur (n— m) mal 
eintreffe, ouflbtöcfenben ©liebe ju bilben unb fomit ju fe^tn 

w = wr + (5)wr'Wa + ....+ (°)wr"W,-....(2) 

Soff baß etfJe (Sreigtiiß unter n ^etfut^en ni(J)t ftfiuftflet 
al$ (n— m) mal, ober nud) ni(i}t njfnifltr al8 (n— m — p) 
mal eintreffen, fo roirb bie betreffcnbe Iffia^rft^einiicfitett erijalten, 
rcenn man in ber ©ntroidelunfl (W^ + W,)° bie einjelnen ©lieber 
Bon bem ©liebe an, in roelcfcem Wj in bec (q— in)ten, biß jU 
bem ©liebe, in welkem W^ in bet (o — m— p)ten ^otenj auf* 
tritt, nbbirt. 6« ift fomit in biefcm gatle 

w = (^jwr-wy + l^^^r-w,"'^' + + 

(„ywr"-w,-+^ (3) 

6inb mii) mtift ali jwei ^reigniffe m6(i(ii$ unb 6C' 
je^nen W^, W^, W^, W„ . . . . Wr 

ber SReifje nac^ bie betreffenben 9Bn6rfi$ein(t(l)(eiten berfelben, 
fo finbet man analog, tvte oben für jmei (Srcigniffe gejtigt 
h)urbe, baß baft affgeineine ©Ütb ber (Sntmidelung 

(W, -I- Wj + Wj -I- W, + .... + Wr)" 
ober nac^ §. 20 

^ B WfWfWä: .... We 

«.ß,r,--i ' ^ a ' 

= -^] ;W?Wm....We .... (4) 

bie 2GaI)i:f(^einli^(eit aiiSbrüift, baß bei a %erfud}en bad trflt 
(äteigniß a mal, ba« jvoeite ß mal, baö brittt ;- mal, .... bad 
rte Q mal eintreffe. 

^nmerfung. 

©ejei^net G bae jenige ber ©lieber bet Sinomialreiöe (Wi + W»)", 

roeli^ea ben größten 2Bert^ Ijat, fo toirb bie i^m entfprcc^enbe SSer« 

binbung ter Sreigniffe, für ttelc^e Wj unb W^ bie aBfl^i;f(i|ein= 

lic&teiten flnb, offenbar bie größte 3Ba^tf^einIi^Eeit unter allen 

irtommenben S3er6inbungen föt fii$ lja6tn. 

■ Sfe^men mir nun <xa, baS aEgeineine ©lieb 

Cvit' AllStnuint Bvit^mttif. 11. 3. aufl. 5 
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fei jugttii^ taS st^t aüex ©tieber unb fe^en bann eint 
|latt m, baS anbm mal m+l {latt m, fc ic[ulltien 
unmittelbar tingtenjenben ©lieber. 9?a(^ bet Soiauefe^ui 



;)wr-wr>(^lj)wr"-Hwr 



obei 

ii(n-l) ■■■ (n-m+2) ( n^m+l ), 
1.2... (m— 1) m 

n(n-l)... (n-m + 2) 
1.2...{m-l) "^■ 
n(n- l) .. . (n-m+1) (n-m) ^^^ 

I . 2 ... m (m+l) ' * ^ 

n(ii— 1) ... (n— m+2) (n— m+1) , 
1 . 2 ... m 
Ob« (n— m+1) W, > mWi 

(n-m) W, < (m+l)W, 

obet 

(n+l)Wg > (W,+W,)ml 

nWj— Wi < (Wi-f-Wjim / 

@ittb nun bem er|len Sieigniffe g^ ,bem jtoeiten g, gfi 

4inb im Oanjen gi+gs Säde müglii^, ifl alfc 

W. 5—, 

gl + gs 

W, = ^' . 

gl + ga 
Wi + Wj = 1, 

unb nehmen wir an, eß fei bet Siebet^oIuiiflSevpcnent 

n = (gl 4- sM 
xao z irgenb eine ganje )}ofittOe 2>^X bebeutet, alfo 



fo tstcfc: 



W, = ^, W, = ^A 



eW, = gix, nWs = gjs, 
(n+l)Ws = nW, + Wg = g^x + W„ 
nWg — Wi = ggx ~ W^; 
clfo nac^ ben Ungleti^nnflen (1); 

g,s + W, > m 
g,i — W, < m. 
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^ü§ Reiben Ungteti^^eittn fofgt aiex, ka offenbai m eine ganje 
äa^i t(l, W, «nb Wg aber e^ie Setfi^e fmb, baß 

m = gjx, 
Qtfo n — m = (gj -H gsi)x — gjx = g^x 

fein mug, ober ba^ {i<4 cn^Sit: 

n - m : m = g,x : g,x = ^ : ^^— = W, : W,. 
gl + gs^ a + es 

9Bit jtel^en |terau€ fotgenben ©ti^lug: 

®ie Sa^if[^einli(^(eit bei SSetbinbung 6eiber@t = 
eigniffe bei (gi H- gs)x SSerfu^en ifl am größten, toenn 
beten SBieber^olungöja^Ien fi(^ wie bis entfprec^enben 
abfoluten ffia^rfd)ein!i(ileiten oerl^alten, ober wenn 
unter (g^ + gs)x |S3erfu(^en bü8 eifte g,x, ba8 jjoette 
gax ma( eintreffen folt. 

SBeflintmt man ias entfpTe^enbe @(ieb bet (SntwicF((ung 
(Wi + Wg) <si + ss"^, fo folgt (ür bieienige «erbinbung beiber er= 
eigniffe bie größte Sa^rfi^etntii^Ceit, für vetUje man ^at: 

3e öfter man bie ^^exfui^e loieber^olt, um fo mel^r foden 
bie S!ßieber^o(ungen ber Qcreigniffe ben t^nen }utommenben gUn: 
fttgen gätlen ober abfoluten SBJa^rft^einlic^teiten propottionol aus. 

Scfinben fii^ j, SB. in einet Urne 3 If^warje unb 2 Weiße 
Sugeln, unb wirb au8 berfelben fe&r oftmals eine ffugel ge= 
jogen, bie gejogene ^uge( aber iebeSmat wieber in bie Urne 
gelegt, fo Wirb (id) ft^liegli^ bie Snja^t ber gcjogenen ft^warjen 
Sugetn jur Stnja^I ber gejogenen «eigen fiugetn na^eju wie 

3 gu 2 »erhalten, äßan nennt biefeS ba« ©efeß ber großen 
3a^Un. 

»eifpiete. 
1) Sie groß ifl bie äßaljrf^einli^teit, mit einem äffiärfel unter 

4 aSürfen einmal 6 ju werfen? 

MuflBfung. 
a)ie Saljrf^einli^feit 6 ju werfen ip -, bte enlgegengeftfete 

SBJal^rf^einlit^teit alfo |. 
®e^t man fooiit 
W. - i, W. _ |, n - 4, „ _ 3, n - » = 1, 
folgt fßr bie verlangte 9fia^rf4einli(^teit 

1.2.3 ■ 6 ■ lej ^324' 
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7) SaJie fltof i[t bie aßa^rfd^einUd^teit, mit einem 
8 Surfen ni(^t me^r als 4 mal, ab» nic^t totniger a 
^ai}l 6 ju werfen? 

Stuftöfung. 

■I)a W, = \ Wa = ^ ip, fo [olflt nad) ®Iei 

-«(er(eT-Her(f-.H-er(er 

43750 + 175000-1^437500 109375 
gs 27Ö936 

^. 28. Sie mat^nnaüff^e C)Offnung 

Qi ifl fint, ba^ beim SßeUen ober Spiel 
©ereiiin bieienige »oii iwti *perfüiifn ben gcöfe 
bieten tvirb, i»elc()e bie größere 3Sal)cfc(}ein 
Rd) Ijat ju geiuiniien, ober baf-, ivenii eine 9Bet 
foU, bie ©infame in bemfelbcn ^et^ällniffe ju ei 
muffen, loie bie aün^rfi^einlti^feiten beS (ätntreffenö 
peljenben (Sreigniffe« ober befl @en>iiinenfl. 

33ejeic()nen wir bfl^er burd> E unb Ej bie ISi 
jn)ei Q^ffonen A unb B bieten, bur»l) W unb 
bie 9Öa^rf(feeinliii)feiten, weldje fie für [lä) ^aben 
fo niuf fii) »erfjflUeu 

E : El = W : W,. 
gfir ben S«I1, baö W^ gut ®mi^iitit ober = 
E, in ben ©eminn G felbft übet unb wir ^dben f 

E : G = W : 1, 
worau« folgt: E = WO. 

I)a8 ^ßrobult WG nennt man ben mntl)emati| 
iiung«; ober ©rnjartungäroert^ be« betref 
nfffts. 

Sejeii^ntii »ir buri$ G^ unb G^ irgenb jr 
burt^ E^ unb Ej bie rntfßrei^enben Sinfäße unb t 
Wg bie juge^örigcn 9ßal)rfc|]einlic^f eilen, fo ift 
E^ = W,Gi, Eg = W,Gü, 
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@egt man tafftc 

W, = |, Ws = |, n = 6, m = 2, n — m «. 4 

fc folgt; 

_ 6 ■ 5/5]' /3\*^ 84375 
1 . als) "Is/ 262144' 

5) SQJie grof ifi bie Sffialjrft^einUc^fett, mit einem aBürftt unter 
8 äßürfen loenigpenS bteimat 6 ga werfen? 

«uffBfung. 
!(Ran i)at in obigem allgemeinen SuSbrucCe: 

Wi = i, Wj = I, n = 8, m = 5, n — m — 8 

6 6 

ju fe^en. 5Da nun afcer 6 aui^ me^t als breimal fallen barf, fo 
t|l bie ju fuc^enbe Sa^ifi^einlii^'eit 

w = -w; + (j WI^Wj + 2 W''W| + (gjwtwj 4- 



■ 40 + 700 + 7000 + 4375Q + V. 



1679616 

-s^w ».-■■• 

6) aSie groß tfl bie Sa^rfc^einli^feit, beim Äot>f= unb ©c^itb- 
fptele mit einer JSiünje bei jtoei äßürfen tsenigflenS einmal Soff 
jii werfen? 

«uflöfung. 
aßan erhält 
W = WJ -(- 2W.Wa 

anmetlitng. 8" bemfeOen SSefuItate gelangt man 'amäi folgenbe 
Setrat^tUM : 

2Jic aso^i^einlit^Ieit, bog in beiben gfütlen Sopf nit^t füKt, Hl 
nai^ §. 25 — y . y =■ -J-; folgfid^ bie entgcgenaefetite SßJo^rftdein- 

fittltit, ober bie £Eßa6rf*einttilett, bog (14 unter beu 3 SJÜrfen Äo?f 
bejtabet {§. 26): 
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7) SBit groß tft iu SE!ßo]^t[(^ein(i^teit, mit e 
8 SDUrfen nid^t me^t alS 4 mal, abei nic^t toentt 
3a^l 6 ju »ttfcn? 

Äuftöfwng. 



•I>a W, = 



- w. 



, ift, fo folgt naij 



43750 + 175000 + 437500 
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^. 28. Sie nmt4emattfd)e ^op 

Qi ifl dar, ba^ beim SSttttn ober @): 
@{tciiin biejtni^e von jivei '4!erfon(n bni gt 
bieten n>itb, toelcfje bie größere ©a^tft^ 
|1(J) ^at jU gtiüinnm, ober fca^, loenii eine 
foU, bie einfaßt in beiiifelben ^ier^ölhiiffe j 
muffen, wie bie SSia^tf^einlic()fettrn beS @intref 
lie^enben (SteignijftÄ ober beÄ ©eroinntnÄ. 

S3ejeict)nen tiitT bo^tr bmi$ E unb E, bii 
jwei ^etfonen A unb B bieten, butc^ W ii 
bie S!BnI)rf^einlid)Ieittn, lueli^e fie für |i(l) ^a\ 
fo niu^ flif) vtrfiAlteii 

E : E, = W : W,. 
8ür ben gall, bdß W, jut ©enjiöfjeit ober 
E, in ben ©eroinn G felbfi übet unb wir \)at 

E : G = W : 1, 
morau« folgt: E = WG. 

2)fl9 *4*robult WG nennt man ben motljrm 
nungö; ober ßtWflrtungSnxrtl) bed t 
niffeß. 

fflejcitijnen mit burdt G^ unb Gg itgen 

burd) E, unb E^ bie entfiJrecf)tnbcn ©infame u 

Wj bie jugeijörigen SJaljtft^einlii^ftiten, fo ift 

El = W^Gj, Eg = WgGi, 
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3)i( SGSal|t((^einli(W(itSt«t)m:ng. 



B, - ^-, G. _ 



folglich serl)ä(t fic^ 



W," 



•^i ■ °' - w; • ■(^ 

unb für gltidft (Sinfä^e 

G, : Ga = Wj : W,. 
b. tf. bti gleii^tn Sinfäpfn müfftn fit^ bie gewinne 
umgeftlirt vtr^altrn roic bie cntfpcectjtnben SS}aI)C' 
f(^einlt'(^ftittn. Slud sorflt^fiibci ))Jro))ort{on folgt unmitKibat 
bie @ki({)ung: 

Gl W, = Gg W,. 
©oll bafier ein ©piel billig fein, fo muffen bie 
^offnungörcettfie bet ©pieltnben einanbet gleii^ffin. 

anmertung. 3ßit unner^ältnigmägig tei i£infag jitm @e=- 
minne bei manifitn ®picbn genominen airb, jekt am tlarllen baö bis 
in tie ntue(te 3'it "' Soietn be(lonbene EottDlpiel. ÜDie San! jaulte 
nümlii benauSjugmitiient isfad^en, bieambe tnitbein270(a(^en, bie 
üEcTnc mit bem 540i)|acben unb bie iXixatixnt mit bem CiOODOfad^n 
iäin|aBe. 

«eTÜtfT'c&tigt man mtn, baß mH} §. 22, »eifpiet 5 bi« ^n( 5 au§- 
jüge mit 5 , 15 = 75 Sinfägm bejofttt, bagegcn 90 eittfü^ «njie&t, 
fu eiaibt fi* in bitfm 2faUe m (Sewinn füt bidetbe non 

ünalog fnbet man fiti eine ambe, ba bie Sant 4005 «Sinfä^e begießt 
aber nuE bie 10 Slmben, toeli^e getoinnen, mit 2700 Sinfdgen auSjai^lt, 
baß |ie gewinnt: 

1305. 100 _ „,„, 
4005 ^ •*''^ '•■ 
Sei einer £crne gie^t bie ^nt 1I74S0 einffige, ^ü bafilr nuc 
10 fo^ei: mit 54000 Sinfä^n jutüd itnb geminnt fomit 

63480 .100 

—[Tim ■ = '* /"■ 
Sei einei Onatetne enbticO beUiuft |i(!6 bei Skninn bet Sant auf 
88,2 7^ 

anan eitennt hieraus umnittetbac ben unge^eueven Sott^il, »etilen 
ber ©taat üu§ [ol(^en 9njiatten gejogen ^t, ba (elbjl bie »ewaltungä- 
tofien unb fDnjnge SuSgoben, mldtt bie S9anl p 6e(lteiten i)a.tti, in 
ttinem Setöaltniffe ju bem enonnen ©eainne flanben. 

»eifiJiele. 

1) A wettet, mit gtoei SBüifeln auf ben er|len SBuif einen 
IJaft^, b. ^. jioei gleiche Sugen ju »erfen, B fce^uptet bas ©egen: 
f|(i(; isie muffen fti^ bie Sinfö^e Leiber cec^olten? 
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Muflöfnng. 

a>it ißJa^tff^einli^ftit ju flewinntn ijl fflr k 

fol9ti{^ für B = - unb ti ifi (omit ba« fle 

— : - ober 1 : 5. ©oD baber bie SBcttt ein. 
6 6 
mug B 5 mal fo biet einfe^n als A. 

2) K ttirft mit 3 ffiürfcln unb betommt, 
$af^, b. \i. nur 2 gleiche 3'^^lfK «)itft, »ot 
4 SKott, ffii jeben anbeten Sutf aber «ii^te; n: 
aeaen einjufeßen? 

MuftÖfung. 

3)ie jUei Sßütfel IBunen 6 ceif^tebene $< 
britte Siiifel lann bann no(^ auf 5 bitten faC 
gleii^gtltig ijl, »elc^e von ben biei SBürfeln ben 
Cj = 3 ip, fo erhält man 3 . 30 = 90 günfl 

bie Sffla^rft^einlid^leit be« ©ewinnenfl ^ — = ^ 

folgt ba^et, ba — . 4 ■= -- x fein muß, für 
20 6 -™. 

X = y = 2 y ani. 

S) A »ettef mit B mit einem S!Bütfe( jweimi 
ju u>erftn. Stac^bem aber A loirflii^ mit bem etften 
$ntte, bri(]^t B baS ©pief ob. Sffienn nun bet @ 
faß 1-t 2War( betragen fotl, wie öiel ^afte jebi 
0)09 erhält jeber, noi^bem bet Surf gefi^e^en tfl 
S)ertt)et[ung ber (Stnfäße? 

MuftÖfung. 

S>ie Sa^rf^einfi^feit für A, jweimal noi 
w«f", ifi i . 1 =- i^ (§. 25), folgl^ ^at 

lic^feit II für jli^ unb bie ginfäge muffen ^(1 

»ie i : 35. A l^at [omit jV 5War( unb B 1^ 
2)0 nun A einmot 6 gemorfen ^at, fo bleibt i^m 

feiner 9Bette noc^ bie Sßa^rfi^einlid^teit — ■ unb 

§offnung ^at fomit für t^n ben Sert^ — . 1^ : 
S3ei ber »ert^eilnng ^ot alfo A \ Maxi unb B 1 5 
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4) A unb fi [fielen Biquet. ÜBtx Don i(innt jutift brei '^ax: 
t^ien gtminnt, erhält ben Sinfa^ mit 12 SDIari, ju iceti^em jebet 
6 fSSiati beigeflcuert ^t. ?}ac^b«m A itoet unb B cüie ^art^ie ge^ 
ttcnnen ^atte, loitb bae ©pief itnter6ro(f)£ii unb bet einfa§ Bert^eilt. 
Säiie Diel tx^üt jeber? 

StuflÖfung. 

Oewinnt A bte Bierte oSet fünfte fottl^ie, fo et^It et ben 
ganjen ffiinfa^. Eie ffia^rfi^einlit^feit a6a:, unttr 2 . ^attl^ien 
»enigjiene eine ju gewinnen, ifi nai^ §. 27 

^2) ^ ■ 2 ■ 2 .4^2 4' 

fofßUc^ erhalt A 6ei bei Sett^eifuuß A . 12 = 9 SKart unb B 

3 aMarl. 

5) A unb B ft>ie(en um gleii^e ©infame. SBJet juerjl 5 ©piele 
gewonnen -^af, et^ält ben @infa^ bee anbeten ju bem feinigen. 9Ia<^E 
kern A 3 unb B 2 ^att^ien gewonnen ^atte, »trb bo8 ©fiel untet= 
ftzoäfta; nai^ uelt^em ^et^äUnijfe ijl bei ganje ^a^ ju beit^eilen? 

Sluflüf ung. 

3)a nut no(^ \)6ä)1lnBA ^ait^ien ju machen flnb, fo ijl bie 
aSJa^rf(^tin(i^(eit, bog A wenigfien« 2 berfelöen getoinnt, naä) §. 28 
= WJ + 4W?Wit + 6WfW? 

« A + .1 + A = LI. 

16 ^ 16 ^ 16 16 

(£8 er^att fcmit A j^ »n*' B A befl ©a|e8. 

3tnttiettung. 

Sejeii^nen W, unb Wj bie SÖJa^if^einlic^Ieiten , lueti^e bejflg= 
lic^ jtoet ©pttlei A unb B füt fi^ ^a6en, g^, gg bie cnlfptei^enben 
gUnRigen %äüt, fo ^at na^ bei äCnmerTung ju §. 27 bei einei 
(gl + ga)^^''"'fi9f" Siebet^olung befl ©titele« baSjenige ©pie( bie 
gtogteSa^tf^einfii^Ieit fSi fic^, ^t wet^eS biefe au8gebrflcCt ifl bui^ 

\ Si^ I 
) bie @;poaenten g^s unb ggz attgeben, toie oftmals bejßglic^ 
unb B getoinntn werben. 

Sejeid^net nun E, ben Etnfog bc« A,.Ej ben US B, fo beträgt ber 
etoittn be9 A febeSmal B,, fein ^erlufl bagegen E^, unb eS ifl fomit 
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naäf (g, -|- gg)xtna(igec äSitbcicIfDluiig beS @)}ielfe im @ 
©ewinn = g, xEj, unb bejlen 3J«(up = g^xE,. 

E. : E, = W, : W, = g, : g„ 

arjo ifl g,E, = e^Eg 

ober El Es — g, El = 0, 

fomit au^ x(g,Eg — g^E,) = gjsEj — ggiE^ 

^Utoue fle^t umiiittelbat ^«Bor, baß boS ©piel fietfl i 

genbeS bleibt, uenn ed unter ben oben angegebenen 3 

aui^ mehrmals »ieb erholt toiib. 

^nberS »erhält eS fi^ aber, nenn einer ber ®))tel< 
anbeten irgenbute im $0[lt)eile i{l, Icie j. $. bei btm fd^o; 
Sottof)>ie[e, beul in 93abeorttn ^ufig gef^ielten dtoulette 

ijtenn behalten »ir bie obige S(iei(^nun9 bei, beje 
Sotittn^aber unb beffen SSort^eil buti^ V, fc müßte ei 
©leif^ung befte^en: 

Wi (Eü + V) = Wj El , 
ba ber niat^emati[*e ^offnungsmert^ be« A = Wj (E 
fein foDte. 

3n ffiitflit^teit ifl berfelbe aber nur W,Ea, fo ba 
W, V bie Sanf für fidj behalt. SBiebetl^dt fxäj nun 
(Si + gs)s "^'•'/ f" 'f* "i""^ "ß^n Sötten betjenige bet 
li^ße, baß A g, s.mal geuinnt. 

2ßärE bo9 ©piel ein billiges, fo tuiirbe (ein ®e»it 
gix(E, -!-V) = g.xE, + g.xV. 
!3)a er aber in ^irllii^feit nur gi xE^ befommt, fo 
iebenfaUS einen SJerlujl = g, xV, bet um fo größer ttir 
X ifl, alfo je öfter fi^ baö ©piel reieber^olt. Ci^^nuS l 
^ercor, loeld^eu enormen ©etoitin bie 99anf anS \ol(t) 
jie^t, ba biefe fi(^ rafi^ nai^ einanbcr uiebet^oUn unb 
3ett fe^t ^o^e 3Beit^e annimmt. 

§. 29. äBal)rf($elnlid)trit Der menfr^lidim liebet 

1) aitani^c SBcrec^nungen , loie j. ©. bie bet 
grönbcn fid) auf bie aSa^tfi^cinlittjteit ber ine 
SebenÄbauet unb ti liegen tenfelben burum bie f 
Slerblid)teita;= ober 3Kottalitat«t(ibeI(en j 
b. t). 3:abeKen, in roel^en nn^geroiefen ip, mie »iel » 
flimmten2lnjaf)l9ieugebomerinben»erf(i)iebenen2lllerÖfi 

2) 5)ie befien ©terbliiftfeitfltabeßen »erbanfen m 
rentens unb Sebenööerfiiljerungaonflalteii, rot\i)t bie 
ben eigenen SSeobn{^tunaen übet ba« Slbltben il)ret 
aufgeflellt ^aben. äSir beflßen foli^t ^beQen von ^ 
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Über bie Sffifter von Stibreiiten in Scanfreidf, Don StT\tboem 
übti bie £eibttittenbefi|([ in ^o^anb, von Sinlaifon äbtr btt 
SeibrentenbeP^« in ©nglonb unb 3t(anb, »on IiUBitUcb 
für %vantttii), »on £iue(tltt für Belgien, »on Ea«()(r för 
Btilin u, m. a. 

^m nn^folgenben numtrifdim SSeifvielm tooDtn tuii ßete 
folflenbe von ©ü^milc^sSnumann für beibe ©tfe^Iet^ter auf« 
gefltllte Sflbtfle ju ®runbe legen: 



ma. 


Menbe. 


«Itet. 


fctake. 


»«■ 


Mrabt 


ö~ 


1000 


32 


427 


64 


172 


1 


750 


33 


421 


65 


162 


2 


661 


34 


415 


66 


152 


3 


618 


35 


409 


67 


142 


4 


593 


36 


402 


68 


132 


5 


579 


37 


395 


69 


122 


6 


567 


38 


388 


70 


112 


7 


566 


39 


381 


71 


103 


8 


547 


40 


374 


72 


94 


9 


539 


41 


367 


73 


85 


10 


532 


42 


360 


74 


77 


H 


527 


43 


363 


75 


69 


12 


523 


44 


346 


76 


62 


13 


519 


45 


339 


77 


55 


14 


515 


46 


332 


78 


49 


15 


511 


47 


324 


79 


43 


16 


507 


48 


316 


80 


37 


17 


503 


49 


308 


81 


32 


18 


499 


50 


300 


82 


28 


19 


495 


61 


291 


83 


24 


20 


491 


52 


282 


84 


20 


21 


486 


53 


273 


85 


17 


22 


481 


64 


264 


86 


14 


23 


476 


55 


265 


87 


12 


24 


471 


56 


246 


88 


10 


25 


466 


57 


237 


89 


8 


26 


461 


58 


228 


90 


6 


27 


456 


69 


219 


91 


5 


28 


451 


60 


210 


92 


4 


29 


445 


61 


201 


93 


3 


30 


439 


62 


192 


94 


2 


31 


433 


63 


182 


95 
96 


1 
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3) SÖiittelft ber Sl«brid)Wt«tatent (tnb w>tr i 
für iebeä Sllter bie 2Bat)rf(ieinli(^fEit b« ftmm 
ju bepimmen. 

angenommen, e« fei 3emanb j. 93. 30 3«!)« 
bie Sat)rftijeinti^feit, bn^ et mij 25 3af)« (ang 
wenn mnn mit bet Slniafil btr nailj bet Uabetlt i 
Scbenben in bie im (30-H25)tfn ober 55tcn 3o^te 8e 
e« tji baljer 

439 ' 
benn 255 ptflt bie 9Inja^l bet gönftigen unb 43S 
lidien SäQe vor. 

Sie entgegengefepfe SBa^tft^einlidjteit ober b 
li^feit, bog eine 30iQ^ti9e 'jjctfon baß 55te Set 
erreichen rotrbe, ift ^iernatl) 

w-i _?!^_M^ 

-" 439 ~ 439' 

4) dtgibt (lii) ffit eine !ßecfon bie Sal)rf(^' 
m 3al)re ju burdjleben = a ^ f" 'P ^i( "itgegej 

fi^einlii^feit ebenfaDd = ^ ^^^ ^^^ "^"^ '' 
m bie »afirf^einlii^e Seben^bauet ienet 9p 

Um bie »afjtft^einlit^e SebenStauer ju be(iim 
in bet 3;QbeIIe naäj, in wie »iel 3al)«n bie bei bi 
Sllttt nnge^t)tte Mnjaljl bet Sebenten nut no 
beträgi. 

3it i- S5. Stmanb 25 3al)te a(t, fo finbet in 
befle bie entfptedienbe 2lnjQl(( »on ?ebtnben = 46 
(eben im 57fen 3a^te noct) 237 obet nat^^ju bii 
toa^tfiiieinlidie Sebenßbciuer einer 25jfit)rigtn ^ßetf 
nac^ 57 — 25 = 32 3af)rE unb baß W)af)rfi 
57 3attre. 

5) gjJie man fti|i leicfjt übetjeugt, finbet mai 
bie .^älfte ber in einrin beßimmten Slltet Seben 
na^folgenben Safjltn bet !£abeDe. 

Um nun ju geigen, mie man bie wa()rf(I)< 
bauet genauer benimmt, ivollen wir annehmen, u: 
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ligtn !|3etfonen enreicfjeir Pn ^frfonen ba« nt( unb P„+i ba« 
(n + l)te 8e6en6jn^t unb e6 fei 

Po > ^, Aber P„+i <^. 
3n bitfem gafle liegt pffenbat bafl roal)rf(^ein)i(t)e S(6tn«o(ter 
jioif^m n unb (n + 1) 3fll)ten. ©tjeiifjnm wir nun bic Sin* 
jfl^l btt no(^ ju n Sagten fefjltnben unb bet 3)tffEtenj P« — Pn+i 
cnt^re^mben Monate burc^ x, fo erhält man aus bet $Top[>rtion 
P„ - P„+, : P. - ^ = 12 : X 

- SRonote. 



- Pn - Pm 

©0 1p a. ©. für ofiige 3InnflI)me P„ = 466, P„ = 237, 

Pn+i ^ 228 unb fomit bie wja^rfd)einli(l)e 8e6en«bouet genauer 

= 32 3a^K + ^^ gjlon. = 32 3a^ce SJ iKon. 

anmtr!uiig. §i«6ei mlrt ft«ä DDMu3ge(el3t, »aß ba@ afijiet&m 
refi^renb tines 3o6te8 gUii^fütmig (lattfiiibe. 

%. 30. äRUtlere Ütbm^bmn. 

2)iDibit( man bie Summe bet Slnja^I 3flt)te, wellte j. !8. 
P„ mjä^rifle^etfonen elnäefn genommen nnt^ bet ©tetblic^Ieit«« 
tabtüt not^ ju buti^ltben ^aben, butt^ bie ^njaf)I Pm bet $ers 
f»nen, fo etljält man bie mittlere SebenSbauet fflt eine 
mj&^rige ^eifon. 

Scjei^nen wir fomit bur^ 

P», Pm+,, Pn,+2, Pm+3, ... 

bei Steige nai^ bie Sünja^l bet im mten, (m + l)ten, (mH-2)tcn, 
(m + 3)ten Seben8iat)te nai^ bet Stetblic^feitölabellt no^ Icbenben 
^etfonen, fo ifl füt eine mjfl^tige ^ßttfon bie mitlitte Scfcen«* 
bauet 

Pm + Fm+1 + Pm+8 + P-M-a + Pm+4 + ■ •■■ 
^ Pn. 

$teina($ Wate j. 39. bie mittlere Setienöbauet einer S5tä^rigen 
^etfon 

17-1- 14+ 12 + 10 + 8+ 6+5 + 4+3 + 2-i-l 



17 
82 
17 



4ff 3a^te = 4 3a^re 94^ OTon. 
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3)a nun abt: tai %iütxbtn tiid}t genau mit t 
Wedjfd fltf^Uf)!, alfo nic^t, wie ^(« motauSgeffftt 
Snbf tinti itbrn 3Ql)r(4, fonbwn (i(^ bi( SJecbefäl 
flnnjf 3af|r »trt^eiten, fo nimmt man an, (« gefd 
fliti^färmig unb ftöt bantm bie SBitte brt 3oI)ri 
ienigc 3tit ftfi, roo bie ©terbefflßi eintreten. 

3)ie genauere ©etecfinunfl ber mittleren MenÖ 
miflfjriflen ^ßetfcn etflibt fti^ ferait wie folgt: ^a 6n1 
3at)re3 leben nod) Pnv^.i ^ßerfonen, alfo burt^Ieben (P„- 
} 3a^r, unb ba am @nbe beö jweiten Saftteö no^ 
fönen leben, fo Ijaben (Pm+i— Pn+s) ^perfonen jufamr 
buri^Iebt IC. %'äx Pn, mjfl^rige $erfonen erf)alten tt 
folgenbt @umme »on burt^Iebten Sauren: 

(P»,-Pm+Oy + (Po,+.-P.+4 + (P»+.-P«. 

= ^ + P„+i + P„+, + Pm+^ + .... 

folglii^ iP bie mittlere SebenSbauec einer mjäf)rigen ! 

_1 , Pm-f-l + Pm+ a + P m-+3 + ■ ■ ■ 

= 2 "^ "" "■ p„"" 

b. i). bie mittlere Seben«bauer einer 5Ptr| 
etljalten, wenn man mit ber Slnga^ ber 
benen 2Ilter Sebcnben in bie ©umme aUer » 
^ Ödeten Seben«olter an bi« jum Ijß^ji' 

Se^enben bivibirt unb jum Quotienten -^ a 

Sür obige« SSeifpiel er^filt man fomit genauer 
i -j_ 1 4 + 12 + 10 + 8 + 6 + 54-4 + 3 + 
2 '^ 17 ■ 



§. 31. %ticbantx. 

Unter €[)ebauei »erßetit man bie StnjalE)! 
weicfie ein 6I)e)jaat jufammen buri^leben wirb. St 
ber Sltann fei m 3a^re, bie %iau n 3at(rc alt, fo iji 
fdjeinlidijfeit no(^ v 3af)re ju [eben 
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p 
für Ua «Wann = -p^, 

für btc grau = -pti, 

«tfo na^ S. 25 bfe aääatjtf^Einli^Wt, kap ßcibe na^ v Safirm 
no^ am Wen fein iBtrbm: 

Pn. ■ Pb ' 

bnß btiiit nit^t jugleid} mefjt leben werben: 

_ 1 Pm + v Pn+y 

~ P„ ' Pn ' 

baß ber aWtrnn noift (eben, bie grou aber geftotben fein »erbe: 
baf ber 3Rann geworben fein werbe, bie grau aber noä} Übe. 
baß beibe geftorben fein werben: 
unb fi^(te|li<^ baß nD<$ nii^t beibe geßorben fein werben: 

SeiftJiet. 

Tlan foU bie SBaI)ifc^etn(i^Ieit bet (Ebebauer einee (S^epaared 
füi bie nS^llen 18 3a^ie ^eiec^nen, Wenn bei Wann S7, bie ^au 
bagegen 32 Sdffxt alt i|l. 

SluflÖfung. 
aWan erhält fßt bie SßJa^i:f(^£inti<^feif, boß bette nai} 18 Sagten 
uoi^ am Seben fein werben: 

255 300 15300 „ „ ^ 
395 ■ 427 "° 33733 " °'^^^^' 
bag beibe ni^t jugteic^ mebv teben werben: 

255 300 18433 „^,„ 

^ - 895 ■ 427 "" 83733 = ^'^^^^' 
bog ber SWann notb teben, bie O^rau aber aepotben fein werbe: 
265/ 800] _ 6477 

396^ 427 ~ 38733 "" "'^^^' 
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tag ber Wtatin gejlctfeen fein aerbe, bie grau abec nc 
/ _255\ 300 _ 8400^ _ 
1' 395j 427 33733 " '^"**^' 

baß teibe gepotben fein Werben: 

/l _ ?^Wi _ ^1 ^ 3556 _ 
( 395/ ( 427/ "" 33733 "° 

bag noc^ nii^t Beibe gefloiben fein toeiben: 

1 _ ^0 L27 = 30177 _ 

395 427 33733 

$ierna(^ ift e9 alfo am ica^tf^einlic^llen , baß ( 

Reiben ^eifonen no^ am Se^en fein meibe; bag beibe 

18 Oa^ien wä) iti>tn weibcn, tfl unwa^rfi^einltc^, ba 0,4 

§. 32. Sa|i:fd|einlid|e g^ebounr. 

Unt« waljrf^einlidjei ©liebauet »erflfl 
Slnjal)! Don 3a^ten, mä}' btren ißttpuß bie aBaf>i 
baf bit (S^f nocE) bereite, ebenfo groß i(i, alö bie 
lict)!cit, baf fie aufgelöß fein werbe. 

Sejtii^nen ivir für ein iSljtpaax biefe toaficf^i 
bauer burdj x unb ip ber SKann m, bie grau n 3 
ifi bie 3liaE)rfcf}etnIt(^feit, baß Mbt na^ x Sa^ri 
Seben fein werben : 

„P^ Phs 

~ Pn, ■ Pa 

unb baß beibe nit^t juflieidf me^r leben »erben: 
= 1 ™ . _^. 

3)ii nun beibe aSa^rfdjeinlicfjfeilen einanber aleii 
fo feje man: 

P^ P^ 1 Pe^x Esü 

Pm ■ Po Pp ■ P» 

unb beftimme Ijierau« 

Pn,+. . Pn+. = -^P=.. P- 

Um Qlfo X ju finben, bilbe mnn ba« ^robuft < 
ja^l ber im Silier bt« (SfjevaareS Sebenben unb jdlj 
^ier an in ber ©terblic^feitStabetle um fo »iel"3a^i 
bei ber betreffenben aitereja^I eine Slnjof)! »on Seb 
geben ift, welche ber $äifte fened $rcbufte6 glei^foi 
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SÜc SOSa^rf^nti^ttitdtci^nung. 81 

Sie giog ifl bie aa^rft^einlit^e S^ebauer eincS @^e)}aaree, 
wenn ber SOfann 34, bie grau bagegen 27 3a^re alt ip? 

äuflöfung. 
$iet ijl P„ = P„ -= 415, P„ = Pj„ = 456, fols«!* 
1^ P„ P„ = ^^^'^^^ =- 94620. «Bemmen wir nun x = 10, 

fo ttitb P„^., . P„+, — P„ . Pj, = S46.395 = 136670, olfo Biet 

ju grog. Säulen »it baium x = 18, fo »itb 

Pm+x.P»+. = ^i,i ■ P« = 282.339 =.95598, 
alfo noi^ txxoai ju grog. S)a oder für x = 19 

Pm+.iPn+. = Pb3.P46 •=■ 273.332 = 90636, 
ai\a ju nttn ifl, (o liegt bie ua^rfii^einli^e S^ebauer jtuifi^en 18 
unb 19 3a^ren. 

Um ben ju 18 Sauren fe^lenben %^vX y SJionate ju tete^neti, 
bilbe man bie $i:o)]oi;tton : 

95598 — 90636 : 95598 — 94620 = 12 : y, 
fo folgt ^iewu8; 

7 = -49^2" " ^ äRonate (na^eju). 

%. 33. SIHttIm e^eöimer. 
9Ia4) bem in §. 30 äl>» bie mitttere Mendbauet aRitget^tiÜen 
ge^t [(<iT IitTOot, wa0 man unter mittltcec (S^ebauei ju 
BHfie^tn ^at unb bog bieftlbe för ein S^epnar, njcnn bec SKann 
m 3a^tt, bie grau bagefltn n Sa^te alt ift, auflgtbradt fein 
wirb buri^: 

2 ■" P„ . Po 

»eifpitl. 

Sie giog ifl bie mittlere <S^ebauer, nenn ber SItann 84, bie 
gtttu oßer 80 Sa^re alt ifi? 



SKon finbet na^ bec in §. 29 gegebenen Sobelle für bie 
ittlere (£I)ebauet 

- y +• 20^7 (17.32 + 14.28+12.24 + 10.20 + 8-17 
+ S. 14+5. 12 + 4. 10+3. 8 + 2. 6 + 1. 5) 

evll. t>ll8<»"il" !>['I6>>1>'"' U. 2. ilufl. 6 
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ätitt« ä6(0nitt. 



_|_404-24+12+S) 

1785 431 „„, cv t 

—- = — = 2,91 mrt. 



g. 34. t)\t JKJo^rfi^einlti^fdt a posterloi 

S3ei aDen bia^erigen Sa^r((^einli(tfeit8tft|limmuiige 
SSev^Itnig ter gfinfligen ju ben müglic^en gäden auf 
ffiege tejÜmmtoi. aWuß baffelbe a6er evjl au8 »eob( 
unb lErfa^Tuitgen angeleitet, alfo auf etn))itifdre^e 
werben, fo wiib bie f1<^ hierauf p^enbe SBa^if^ein 
S!Ba^rf4etnIid)Eett a pasterioTi genannt unD im 
)U biefec ^ü^t bie bieder be^nbette bie 3Qa^rf(^einlii^Ie 
ober bie Sa^if^einti^Ieii au« @tUnben. (£8 t 
bie SBo^tf^eintt^feit a poflteiioii nui eine annS^etnbe 
' btefelbe fic^ ber toirnic^en äßa^ifc^eiuli^feit um fo me^r 
me^r Seobac^tungcn in S3ejug auf bte Seflimmung beti 
bi9 iSreigniffeS angefleUt iDutben. 

Um nun einen beflimmten ^aU box SEugen ju I)al 
Ivit annt^nten, man ^be aai einer Urne, in tDclc^er fic 
Bon fdjworjer unb toeißer ^arbe befinben, fünfinot m 
Äugeln gejogen, nai^bem jebe gejogene Sugel fofort loii 
Urne geiootfen morben mar, uno babutt^ 3 fi^toatje ui 
Sugetn ermatten. @S FdU nun ^ierau8 befitmmt uertien 
Üugeln oon jeber gatbe (i^ in ber Urne befinben. 

@e ift junä^ft flat, bag nur »ier cerfc^iebene 3( 
ober $qf>Dt^efen ntüglit^ finb. 3)ie Urne lann nänilid 

a) 4 fi^narje nnb 1 neige, 

b) 8 = = 2 = 

c) 2 = = 3 = 

d) 1 = = 4 = Äugeln. 
Sejeic^neu loii nun bur^ W^ bie Sffia^rfc^einl 

fc^matje, burt^ Wg bie eine weige Äuget gu jitl^en, | 
naä) ber erfleu ^^^JOl^efe: 

w. = i w. - I, 

'5*5 
nai) ber jneiten ^\)pctlit\t: 

nad) ber britten ^^pot^efe: 



■ Google 



Sie ffio&tf(^iittiE6leilSHt(inuitg. 83 

no^ bei eierten $^f>ot^efe: 

Um nun oSige »iet ^^pot^fen in SSejug auf i^te aBa]^rf(^ein= 
Ki^feit j« unterfu^en, festen reit ju bem jufammengefeglett ereig^ 
nifTe, 3 fc&tDarje unb 2 roeiße >Ruge(n ju aie^en, suröd unb 6e= 
flimmen tit Sa^tf^einlic^teit , me(i^e |10 ftti baffelbe auS itber 
bet ^^pot^efcn (rgibt. 

9Ja4 §. 27 tfl tiefe aki auSgebrflät bUT($ 

w -= pjwr'" Wj" = r w;wj = lo^^wj 

wnb es iDitb ^ietnadi bie ftaglidje SBJaf)rf(^einli{i^feit 
nac^ bet elften ^^^jot^efe: 

' ~ U] U) ~ 3125-623' 

nadi ber jloeiten p^potl^^e: 

• [hj [ij 3126 S25' 

■ na^ bet btitten ©ifpot^efe: 

w. _ 10 H' (1)" _ ^ = ll^ 

■ Is) l6) 3126 625' 

na(^ bei bietten ^^libt^efe: 

W = 10 iiX i±\' _ 152- _ li 
' \i} [sl 3126 626' 

noraufi wir fi^Itegen, bagbteibjette^^liot^efebietDa^rri^eintii^eiefei. 
Seflimmen »ir nun bie relatiben äßa^if^einltdffeiten biefei 
^tfPDt^efen, fo eiljalten uii bafSi mäf %. 24 bei Steige mi): 

',-. w- 1?5 1?! _ 1? 

' ' 128 + 216 4-144 + 32 520 65' 

' ■ 520 66' 
-, „., 144 18 
') '' - 620 - 65' 
32 
520 
Sinn vei^It ftt^ aber 

16 . 27 _ 18 . 4 128 . 216 ^ 144 ^ 32_ 

65 ■ 65 ■ 65 ■ 65 ■"" 625 " 625 ' 625 ' 625 
ob« w;- : W;- : Wj : W, = w; : W; : W^ : W^, 
orauS wir folgenben ©c^tufe jie^en: 

a)ie ^ a^rfi^ einlief ei ten ber ©^pot^efen oeis 
alten fit^ uie bie aus i^nen ^ertorge^enben abfo^ 
Uten 9Ba^Ef4ctitli^feiten ber fieDba<^leten greigniffe. 
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84 ®rit« atfdjnitt. 

2Sir 6ejeic&nen ^ierna^ diejenige ^^pct^efc flt« bit 
iiäiftt. füt welche bie SBa^rfi^einliditeit eines 6e(onbete 
EteiamflcS ben gvögten ffiert^ ^t. 

istcllen mit unS nun bie Stifung bei Stufgabe: 

„2Bte groß ift unter ben Dor^in gemalzten SJorii 

bie SQJal^if^etuliii^Iett, bei einem fei^flen ^v^t eine f[^l 

an jie^en" 

[d ^laben toiv juna^p für ben gaD, baß fl^ in ber Ui 

3 fc^tcaije unb 2 n>eige ^ugetn ^e^nben, bie verlangte 

lii^feit = -r, ba aber bie SQia^rf^eintit^teit biefer $^): 

Obigem felbft = ^ ip, fo folgt für bie au8. beiben 
ü^tciten jttfammengefeftfe 2Ba^rfc^einlt^(eit 

w- = i ^ =. 11 

1 5 ■ 65 325' 

analog ftnbet man unter Sorauefeljung ber eiftei 
bie Sa^ift^einlic^teit für ben ^vq einer fd^tvatjen Üuge 

w" = 1 A^ = il 

^ 5 ■ 65 325' 

unter $orau6feguttg bei biitten ^^pot^efe: 

' 5 66 S25' 

unter Soiausfetjung ber »ierten $t})]ot^efe: 

w'=-l ± = ±- 

* 5 65 325 

9ia^ §. 22. 4. ifi fomit bie ju bepimmenbe SBa^i 
beS 3"0fS f'"*"^ fd^ttarjen ffugef 6ei einer fe^flen ^klf 

= w;" + w;' + w;- + w; 

__81_6£36^_4 185 _ 37 

~ 325 ~'~ 325 325 325 325 ~ 65' 

anmeilung. SHe SBa^rfcdeinli^feitSrei^nung finbet 

anmenbung 6ei b« SBepimraung beganaenet gfe^tet 6ti * 
fottie beten au3gldifiung. 

SMe Unter|uc(iungen erforbem (eboc^ fienntnij bev (lU^ 
matit iinb muffen fjier ÜBergangen luttben. 

§. 35. «uffloBm sut Uetuttfl. 

1) 2Bie flrof ifi bie Söatjrfcbeinli^fcit; ia$ ei 
$öf)e geroorfene SRünje mit ber Schrift nadj oben getefi 

2) Se^wfä ber aSerloofung eineö ©egenfianbe 
400 Sooft flema^t. SBie gro^ ifi bie aßa^rft^einlid 
felben ju geivinnen, wenn man 8 foli^er Sooft anfaui 
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3) 3Bie sTofi iß Ht SSaM^^einlit^teit, mit gmti SSiürfeln 
einen iBflfi$, b. f). jwei gUirfie Slugcn ju werfen? 

4) aBie gro^ ip bie ffiafjrfi^einli^feit, mit jipci 9ßärfern 

10 JU metfen? 

5) Sie flio^ if) bie 26aM(^rin(i(^feit, mit jwei Süifetn 

11 ju roerfen? 

6) aStlc^e SSJatjtft^tinlidjfeit f)at man, au« einem Biquet' 
fpiefe auf ben etfien 3"fl einen Äönig ju jiefjen? 

7) Sfflie gto§ ip bie SEo^rft^einlidifeit, au« einem flemifi^ten 
'^iquetf(3iele eine ffinrte »cn fcjjmaräer %axi>t ju jie^eny 

8) 3n einet Urne bepnben fic^ 6 ft^ioarje unb 10 reeiße 
Äugeln; wie gro^ ip bje SSJa^tfc^eintidifeit, aus berfelbeu auf. 
ben erpen 3"fl °) eine fd)Warje, b) eine lüeife Äuge! ju jielien? 

9) 3n einet Urne bepnben ftd) 8 fdjwaije, 3 meiSe, 9 tot^e, 
10 blaue unb 6 geltie Äugeln; wie gto^ ip bie aöatjtfi^etnlii^feif, 
auf beu etPeii ®riff eine totf)e jU ertiniten? 

10) Sffiie groß ip bie S!ßa[)cfcl)ein[icf)feit, au8 einem geniifi^ten 
5piquetfpie(e auf einen 3"g a) 2 Soeurä, b) 3 Äönige, c) 4 ffiarten 
»cn rotier Satbe ju jie^en? , 

11) ^ie grof ip bie 9S!a^trcf)e{nIid)feit, aufl einem gemifdjten 
5piquelfl)iele auf einen ^uq a) 5 Äatten »cn einet garbe (b, ij. 
5 6oeur« ober bfll.), b) 3 Äarten Bon glei^em SSJett^e, c) 3 
Äatten Bon »etfdjiebenet gatbe ju jieljen? 

12) mt gro^ ip bie 3ßat)ifd)einli(t)fcit, mi einer Urne, in 
lueldjer ftd) 5 fdjnjatje, 7 iuei^e, 6 blaue, 8 rot^e unb 10 gelbe 
Äugeln bepnben, auf ben etPen Big a) e^et eine rotfje al9 
eine fc()«)atje, b) e^et eine gelbe aW eine fttnuarje ober wei^e 
Äuget JU befommen? 

13) 3n einet Urne bepnben pc(( 10 ft^warje, 3 weiße, 7 lot^e 
unb 11 gelbe Äugeln. SBenn man nun auf ben etPen ©riff 
gtod betfelben tjeraudnimmt, rcie gtof ip bie SSa^rft^einllf^feit, 
ta$ biefe etiet eine f^wnije unb eine weiße, al9 eine totl)e unb 
eine gelbe feien? 

14) ^u0 einem gemif^ten ^iquetfpiele Wirb eine Äatte ge» 
jogen. aßie gtcg ip bie SBa^ifj^einlti^teit, baß biefe eljet ein 
Silb fei, al« ein ^ß? 

15) A, B, C unb D fpieltn mit ^Üquetlarten- A t&eilt 
biefelben (n bei ^eifc au«, baß ieber bei viei Spieler 8 Äarten 
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86 3)ntter a6f0nitt. 

txf)äU unb bit lt$tt 3:rum)if ift. ÜNcin foU btrt^ 
bit Sfl^rrttfeinli^ftit ifl, baß D cljer nur ttnci 
fiter unb ni^t mtf)t SCaxttn von btrfelbm %atbt 

16) aQie groß ift bie aBaI)rri^cinli(^rcit, n 
mift^teit S^roffpiele Don 54 Äarlen jukP eint : 
£)itrauf eiiiHi Äönig ju jie^tn? 

17) au« einem gemifi^ten ^iquetfpiele mei 
gfjogen; n>ie gioß if) bie 9Bof)rfc()einItd)ftit, 
bieftn 4 goeutÄ beftnben? 

18) <Se befe^t S^mcinb in bei QtwöijnUö^a 
Bon 90 5Rmnem nUe in 12 3iumern ent^a 

, S^enten, iDuaternoi unb Ouinten. SBie ßtoß ift 
Ii(^Wt, bflß et a) eine Slmte, b) eine iietne, c) 
d) eine Quinte flewinnt, njenn 5 9Iuraern gejogei 

19) @9 befeßt Semanb in ber gtroö^nlictjer 
20 9tumern. Sßie groß ift bie Sa^rf^tinlid 
unter ben 5 Srtffern a) eine unb auä) nur i 
jmei ber befehlen Sfuntern beftnben? 

20) 2lu6 einem gemtfd&ten. !Jarofft)iele dc 
roerben 11 berfelbcn flejcgen. 9Bie groß ift bie 
Feit, baß fti^ barunter 5 von ben vor^anbenen 8 6 

21) mit groß ift bie Sa[)rfc^rtnli(^fe{t, mit 
bie ^aiil 1 fftnftnal not^ einfinber ju werfen? 

22) 3Qie groß ift bie Sa^rfc^einlidifeit, mit 
einen SBurf bie 3(if)Ien 5 unb 6 ju werfen? 

23) ©ie flrof ift bie aBaltrf(f)einlid)fei(, n 
ouf einen SSJurf bie ^aijlm 1, 2, 3 unb 4 ju vo' 

24) 3Bie groß ift bie aßfl(jrfc()eintid)feit, mit 
in 3 auf einanber folgenben S^ürfen bie 5o|)I^ii 
JU njerfent 

25) Der Ijöi^fte Surf mit 3 Sffiürfeln geit 
B fjabtn bereite febtr 14 geniorfen. Wt groß 
f4)einlic^feit, ba^ C geminnt? 

26) Sie groß ift bie 9BaI)rf(^etnli(()fett a) t. 
b, c) mit 6 aSürfeln jwei unb nur jicei gle 
werfen? 

27) 3n (eber »on 4 Urnen beftnben ftd) 6 
numericte Äugeln »on gieit^er garbei wie groß 
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f(|r<iti(i(f)feit, Auf ben erflen ®tiff eine Jtugef von 6cf)immttt 
gatbe unb befiimmtcr Stumer ju erhalten, Wenn man nit^t 
roeig, wie bie Äugeln bet garbe nat^ in ben Urnen uettfieift jinb? 
38) 'Siit etße oon jwei Uinen A unb B tnt^&lt 7 f(^nmrje 
unb 6 blaut, bie anbere B 5 ft^waije unb 9 blaue Äugeln; 
wie gco| if) bie SQaljtf^einlid^feir, blfnblingfl eine ^äjWaxit 
Äufld JU ergreifen? 

29) 3n einet Urne befinben fi(^ 12 fi^warje unb 6 »eige 
Äugeln, ©ie grof iß bie aBal)rf(^einli(()(eit, ba| fit^ unter 7 ge* 
jogenen Äugeln 5 fctjtüarse bepiiben? 

30) %ui einem flemifctjten '^iquetf()iele »on 32 ffarifrt »itb 
zweimal eine Äarte gciogen; wie gro^ iß bie ffial)rfcl)einlid)feit, 
tia$ unter ben gejogenen Äarten »on ben Äönigen ober 3)amen 
jveniglien* eine fei? 

31) aSte grof ifl bie Sal)tfcl}einli(^feit, btif au3 einem ges> 
mifi^len S^tolfpieU von 54 Äarten naä) breimaligem 3it})m 
wenigilenS eine odu ben Äönigen, ober ben @oeutd, ober eine 
»on ben Saroftarten felbii |I(ft befinbet? 

32)' mi gro^ ijl bie aCaljrf^einlit^Mt, mit einem SSürfel 
Biermal aadj einanber bie 3»»I)I 6 ä« werfen? 

33) mt grog iß bie 9Sat)rfc^einlict]feil, baf mit 2 Sürfrln 
bei jroeimaligem SBerfen wenigPenff einer ber äßötfe 7 ober 
5 fäat? 

34) Sie gro^ iß bie Sa^i^einlif^fett, mit einem Sl&rfel 
unter 5 ÜBArfen jn)eimal.bief(Ibe Slnjal)! 91ugen )U werfen? 

35) Sie gro^ iß bie Sa^rft^einlii^leit, bag ein ©elbßürf, 
weldfed fec^dmal in bie ^ö^e geworfen Wirb, breimal mit bcm 
Äovfe nad) oben fAIIt? 

36) Sie grof iß bie- Sal)rf(^einli(^feit, mit einem Sürfel 
bei fünfmaligem SSerfen wenigßenft bteimal bie gleiche ßcilfl 
ju werfen? 

37) Sie grof iß bie Sat)Tf^einlid]feit, au« einem @f 
f&ge, in welijjem ßd^ 6 fi^warje unb 3 weife Äugeln beßnben, 
in 8 ^^m 6 f(^warje unb 2 weift Äugeln gu jie^en, wenn 
na<^ iebem duflt bie Äugel wiebet in baß ®efäf jurAdgelegt 
Wirb? 

38) Sie gro^ i^ bie Sa^rf^einli^Itit, mit einem Särfet 
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bei fünfmaEigtm aBerfcn nidjt ni(t)i a(« vietmal, 
rotniget nie jroHmciI bie 3al)' 6 i" wtrffn? 

39) A Tottttt, aüi tintm gtmifi^ttn $iquej 
«fttti 3ufl fin Silb gl iief)(ii unb feßt 1 3B(. ei 
t>a« ©egeitttieil. SJie »iel i)at B boflegm ju feß 

40) A rodirt, mii jroei aBfttfttti auf Un 
gu roetfen, B bagegm, au9 (iner Urne, in iDtli^et 
unb 15 Wfiff Äufleln bffinben, auf ben «fttn 3« 
Äugel JU jieöen; »ie mfiffen [lü) bie @infä$( i 
JU dnanbci ver^afttn? 

41) e« wettet Semonb, auö einem gemifc^t 
unmittcibor iwc^ einanber ein 8lß unb einen ^ 
flieirfjen garbe ju gießen unb «IjAlt im gaDe ■ 
20Vs 3Jlarf a\6 ©eroinn; n>ie »iel fann er bageg 

42) m feet3emanb 2 9)«. ein unb befjaupte 
brei unb nur brei gleicht 3i()lcn gu roeTfen; v. 
muß i^m im SalJe be« Sintreffene ju S^eil roerl 

43) A würfelt mit B mit einem SBürfef in 
A 5 SRf. eiiifeftt, ■oon B aber immer fo »iel 2R 
er Slugen wirft. 3P biefe« ©piel ein ju bißigen 
nic^t, wer i|i al«bänn im 93orttiei(? 

44) mt grog ifi bie ^a^if(^einli<^[elt, b< 
rige ißerfon nc(^ 30 3a^re 'lang lebt? 

45) Sffielc^e aßafjtfi^einlic^teii ^at eine 37 
72 Sa^re alt ju werben? 

46) Sßäelc^e Sajaf)rfc^einli(t)feit i)at eine 36 
61 3aljre alt ju werben? 

47) 3Öie grof ift feie wa^rf^einti^e SeC 
47 jährigen ferfon? 

48) Ser 3Rann eineä @E)e)]aareä ifl iegt 
Srau bagegen 32 fällte a(t. ^lan foK ffir bie ni 
bie aßat)rf(|einlicf)Eeit hmi^nm: a) baf beibe nod 
beibe itit^t jugleii^ me^t leben werben; e) baß I 
[eben, bie grau aber geflorben fein werbe) d) 
gefiorben fein werbe, bie grau aber mit} leben 
beibe geftotben; f) baß no<l^ nic^t beibe gepotben 

49) aßie groß ifi bie wa^rf^einlit^e (S^ebo 
SRann 42 2[a^re, bie grau bagegen 37 2ta^re a( 
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2)te aSa^rf(^ein(id)teit2Tt^tuing. 89 

50) 2)ie mflHfte (Sljebniict eine« Gticjjnflrefl ju fi(te(^ncn, 
ttxnn bK gWnnn 86, bie Stau 82 3nl)w oft i|i? 

51) 2öie aro^ ift bic ajfcferf^einli^teit,' ba^ giufi e^f= 
gatJfn, ton wetdicn btr eine 32, ber anbere 37 3af)« j3t)lt, 
nod) 25 3af)rf jufammtn (eben? 

52) Die SlflUtn eine« Äinb(6 ton 10 3aI)Kn (inb 38 unb 
30 3ü^rt alt; mit groß tfl bic SffiaM*eiiirid)ffit, ba^ tieft btd 
gamilienfllieber noc^ 20 3t»f)K iufamnien Itben? 

53) eine gamilif btpe^t aufl 6 ©liebeni. U« aSatei ifi 
37; bie SDIutl« 31 Sofjre unb bie 4 Äinbcr fiiib ber fflei^e nnd) 
10, 8, 4 unb 2 3al)re alt. SBJit ßtoß i|i bie ffiaM<^«inIi*f*''- 
baß fänimtli(^e Snmilienfllieb« not^ leben, roenn bn* ii'ingfJe 
Äinb 20 3nt)« alt ötirorben ip? 

54) 3n einer Urne bcfinbeii (itb 5 Äufleln «on (djttjarjer 
unb loeifer garbe. 5Waii) oicrmaligein 3i*t)fn — wobei jebeflmal 
bit flejogent Äugtl n>£tber in bie Urne gelegl loorben war — 
Ijat man 3 fdiraarie unb 2 tueifie JFugeln gejogen. SÜit gtof 
(fl bie 3Qai)rf(!(;einI{(t)[tit, bn^ man bei einem fünften duge 
wieber eine f^warje Äugel ertj&tt? 
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S5on ben JRcd&nuiigearten, lodere ft(^ auf bte 
©terfetic^Idt grünben. 



A. fietedjnmiQ litr :Xit9|tenetit(rft(l)enin9se 

§. 36. ertläninfl. 

SSet ber 9ludj)euerDerfid)eTung ivicb flfgen 
maligc, ot» jAIjrlii^e Einlage, fogniannte ^räi 
Äiiibe, fobfllb baffclbe tin ftflflefeßtefl Slltet i 
von ber ^erric^efuiijiäanßalt eint beftiiiinite Summt 
Die ^4^rämKnjiit)(ung sefc^Ut)t in ber 9tege( ju 31n 
(eben 3al)reö, bie 9li[fljal)lung »on Seiten ber Slnpal 
ber feftgefeßten 3fi'- ®efrf)iff>l bie aSfrjicfjerung in 
baf, im gatle ba« Det|i(feerte Äinb ftitbt, bevor 
flefeßte Sllter erteilet f)at, bie 9Jerfi($etung9anflaIt 
bertitö eingejaljlten ©ctröfle oljue Binftn jurürfgugel 
crljebt bicfelbe noc^ eine foflennnntf äufflept^mif- 

Slntt nUer weiteten Erörterungen wollen »Dir bi 
ber Ijier in ©etrat^t lommenben göfle nat^fleljenb aU 
Slufgaben t)el}anbeln unb bmä) Seifptelt erlAulern. 

a. Secei^nunfl bei einmaliger Sinli 
§. 37. aufßofie. . 
Scidje Einlage k„ ifl it^t fflr ein n 
jtinb in eint 3luöj)euerverfi<$eruns$anflalt j 
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SSe^nungäorten, roeÜSe [tiii ouf bie mtnft^lit^e ©terbliffittit giünben. 91 

wenn btinfelben bei trteidjttm nttn itbtniiaijtt 
tinSafitaiK au$(itjat»U ivfiben foU unb ber 3inefu$ 
ju p "lo htitä^ntt ujüb? 

aiuflöfunfl. 
Slr^mm wir an, boß fllei^jeitifl P^ m jährige Äinbet »«= 
filtert merbtn, fo ergebt bie ffiecftcfietungSanßnlt Po @tnlcigen 
unb if)« baare.eiiinfl^me iß fomit 
« P«, - k». 
aSon biefrn P^, Äinbem erreii^tn aitt nur P„ baö ntt 
Sebciiödlt», alfo fornnifn nur Pn 93erfid)tTUng$fuminm juc Slufl; 
galflung unb bet baaxt ^erll) btr Slu^saben In ^nßalt ifl ba^er 
_ P„ . K 
1,0p"-»" 
6et(t man nun bte (Sinna^nien gleii^ bcn älu^gabm, fo 
ergibt fi* bie ©leii^ung 

F..K 
r. . K. - j op,^. 

unb f^itMüi bie baart Einlage 

k -^ K m 

""" ~ P„ ■ 1,0p"-" ^^^ 

Um biefer ©(eidjung (1) eine fftr bie praWfdje Äec^nunfl 
unb tabeUatiftöe 3"fini"'»'iP*l'wi>9 ^fquemcre gorm ju geben, 
fArtibe man bafüi 

"" P„ ■ 1,0p" • *^ 
P„ 

ober k„ =. i^ . K (2). 

^un finb aber 

P„ V Pm 

1,0p" 1,0p'" 

offenbar ni(!&i8 SInberefl al8 bie haaxtn SBert^e uon bejüglicl) 

Pa unb Pra Äapitaltinlteiten für n unb m 3flf)re jurütfgefüljrt, 

alfo jur 3*'t t*Er ®e6urt. ©ejien wir jur Slbfütjung aflgemtin 

i|=-»- <'>■ 

fo gtl^t obige ®Ieii^ung (2) Über in 
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92 »ierttt afcftliniK. 

^^-t--- 

@fl IP flar, ba^ ttJtnn man nadj ©lei^ung (3) | 
9Berll)e Bon Jla nat^ b« ©tftbli^feilStabeHe ffit aD 
Den n = biä n = 96 benimmt «iib tabeßatifcf) j 
fttiU, bie jcbeSmalige Setedjnung tton kn, nai) ®iti 
auf eine cinfacfic Sedinuiig^opetaticn jurürfgcfütirt 
^aben biefe aßetttjbEftimniungfu mit Sugrunbeleflung 1 
mann = @ugmil(^'f(t)fn ©terblii^ffitStabdlE fflr p - 
p = 4 auög(fi1l)rt unb in ben am @nbe befl fflui^i 
lidien S^nbeHen I unb II jufamnienflefiellt. 
P 
gnmettnngdi. 1} 3)a3 SJer^ältnig —, aito au* b 

Wtibt filt teftimnitc S«l^e ucn n luib m jletS baffdfie, unb 
in «(jua auf btii äßertb b« (Sinfoge gUicngitrtg, rote oiel ffi 
einmi gtniiffni »tter bei bet SGttr'iÖeTung bet^eifigcn. 

2} Sie Uinlagt k^ witb in !Birftii^(fit Don bet SBerftt^ei 
natürli* etinaä Pfier berecfemt, um bie Setmaltung^fcftei 



Seifpiele. 
1) ein Sinb ift gegentoavtig 5 Qaijxt alt. SlWan 
felben bei crteii^tetn ISten Sebenäja^re eine ©ummetton 1 
fiebern; weli^e (Sintoge ^t man je^t ju nta^en, wenn be 
ju 3 "/o beregnet toitb ? 

©tfte Wuftüfung. 
aSenben toir bie ©ieii^ung (1) an unb fegen bafclb] 
m = 5; n = 18; K = 1200; p = 3, 
p„ = p^ =1 Ö79; F„ = P^g = 499; 

'« f"«'^ "> - Wi ■ TW- - "•'■'' *"'■ 
^toette Xuftöfung. 
aiac^ ©(eii^ung (4) ift 

k. - ^ . K, 

ober ba nac^ %<ibtüe I 

|)„ = M^g = 293,1100000 
J)„ =, ^j. =1 499,4506923, 

fo folgt: 



wie Cocain. 
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»ti^tmngftitten, welche fii^ auf bie mtnf^lid^e ®tet6ltcb(eit gtünben. 93 

2) fSätiäit fSMa^t i)at man bei bet'®e(url tmt9 ^nbtS jn 
ma^en, um bemfelben nait) eilangtem äOten 3a^re eine ©umitie »on 
1000 anf. jujuflc^eTn, bei Setei^nung eineS 3^ pjjpenttßeit BinSfugeS ? 

V Stuflöfuhg. 
©e|t man 

ni = 0;n = 2Ö;K= 1000; p = 3i; 
p^ = p^ = 1000; P. = Pjo = 491; 
fo folgt oua ©lei^uns (1) 
491 1000 



K = 



1000 • 1,035'* " 



: = 246,76 < 



§. 38. «ttfßoae. 
SBeldte 3uf<i&P^Aiti'C =^ tnufi eine 3ludfleueis 
ttetfidjerungfiflffcllfc^flft netjmen, «m bie'itn mteit 
8eben8ia^te eine« ffiinte» beja^lte ffiinlafle k„, im 
Sflll baffeittt Dot errti^ttm nttn SebenSfllter fietben 
foHtt, ju bitftt 3t)' j.uTäderflattcn ju Nnnen. 
Sluflöfung. 
2)ie 9(nfla(t ergebt von Fm gltid^jeitig virfi^nten Jtinbein 

an Sufiepräntien. 93on bitfen Pm Äinbetn erreichen aber nur 
P„ boö ntf mmialUx, alfo Itai bie 2in|ia(t,XPm~Pn) Siet* 
fi((lrtun9Ö(3rflmitn jn »ergüten. Der banre üBert^ i^rrr au6< 
gaben ifl betnnai^ 

^ k.(P„-Pn) 

1,05"-" ■ 
®tßt man nun bie @inna[)men unb bie SluSgaben einanber 
glei^, fo ftöäli man bie ®Ieic()ung 

P " „ k-(F.n--P-) 
"■'''" l^Op»-"» 

unb Ijietau« bie »erlangte 3ufn6Pr5mie 

_ k„( P.-P„) 

■ ~ p„;i,op''— ' 

k„ /, Pnl 



1,0p"- 



. (1) 



I.Op»- 



■ jv^ 

1,0p» 
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»imet 


abfc^nitt. 


oCer 


noc^ §. 


37. 


(3): 


1- f 


1 




''"Iv 


Dp". 



1) üBie gtoß i(l bte »on- einet Änflalt ju 6ere<^iieitbf 
Prämie, barait biefetfee eine im 6ten Je&enSia^re Eine« Äinb 
ri^tete ©tnfafle Oon 1 00 SIRf. im 20len ^a.t)xt »ieber jurüd erflatti 
TOenn Spioäentige 3'"feti feeir^net »erben? 

©e^t man in ber gcrmel (1) 
m = 6; n = 20j k„ «= 100; p = 3; P„ = Pß = 

P. = ?!,(, = 491; 
(o fofgl: 

Sweite «nflöfung. 
; = 0,6611178 



Ze "» - 



1,0p"-" 1,03" 

i>„ toäo 271,8551250 

f: = P7 m;85376-54 = ^''"^^O^' 

fo icirb nac^ ©Uit^ung (2) 

Ze = 100 (0,6611178 — 0,572503) = 8,8615 9Hl 

2) Seti^e 3u[o|prämie muß eine aJerfldiemnaeanilaft be 
jentigem B^nSfu^t in äte^nung bringen, Beim fle bie bei bet 
eine« Sinbe« beja^tfe Prämie Bon 50 SKt. im 24ten -Sobre 
6eja^Ien foO? 

ffirfle InflBfung. 
@etjt man in ©lei^ung (1) 
m = 0; n = 24; k„ = 50; 1,0p = 1,03; P = Pj, = 

P, = P„ .= 471; 
fo fcfgt 

50 / 471 \ 

^ = i;ö3^ I' - iöööj = ^^'«" ^■ 
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Kfli^nnngäatten, mW ^ä) oaf 1)k mtnf*rrfOe ®t«blic(ireit gtDnlien. 95 
3toeite «nflSfung. 
5ßa(^ ©tei^nng (2) ip: 

■ - 5010,4919337 - -^^,-^—| 

= 50(0,4919337 — 0,2317011) 
= 50.0,2602326 = 13,011 W. 

%. 39. Süifgafie. 
ein Äinb tu utbe im raten 8el)(n«ja^te mit einer 
einfaßt km »etflc^ett. SJel^e 3uf«ept«>"'' 2» f»"» 
bie ®etfi{^etMn9*aiiil'''t ä« tetedjnen, wenn fie, 
iin gflde bfl» Äinb ba« nte 8e6enflifl^r ni^t ettfittit, 
jtt biefer.3eit bie Einlage k„ fainmt ber Sufaß' 
pifimie gurficfbejalfUn foll? 

SÄuflifung. 
Statfi bet ©leitfeunfl (1) bt« tor^regt^rnbm ^araflinp^en 
ei^ält man unrailftlbat bie ©leif^ung 

unb tiierou« 

Z„ — jr- 1 Op— , 

l,Op"-l+|=- -^-^7-1 
" 1 — p- 

0^« ^" = p-i-:^=^ ••<^> 

gtenfo tt^Ölt man au« ®(ci(^unfl (2) befl f. 38 für wois 
liegenben gaU: 

ttb ßnbet ^teiauS: 

■ ^-° »..w-^- — « 
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96 «im« »6(*nitt. 

Unter SSerfiifflt^tigun)) btr Sßttt^t bet tinfn^int , 
z„ in S. 38 (l) unb (2) lägt (id) bet aBtrt^ Don 
^el)cnben ©leid^ungm (1) unb (2) au(^ au^bntdm 

17 "TB "m - 2|n 

"° k„ "^ |f„ — z„, ■ ■ 



»eifpiet. 

Stf ^o{^ beregnet fl^ bie 3t<fo6|)<^Siiiit föt baä 1 
bes §. 38, mnn auger ber Einlage auc^ rdc^ btt 
juißdfltfleben »erben foH? 

ätuflijfung. 

X)a nac^ jenem Seifpiete 

z„ — 8,8615 2RI. 
tf), fo wirb nai^ (3) bie Derlangte ^ufi^^f'^^t'tis 
_ 8,8615.100 ^, 886,1 5 

~ 100—8,8615 *" 

b) fflere^nunfl bei jat)rli(t)er @inla 
g. 40. 11ufga6e. 
SBflt^e 5ßrAmfe k'„ ip für ein Äinb 
tritt feinet mlen fiebcn$ia()TeS an praenu 
jälfrli^ ju entrit^ten, wenn bemfetben 
retii^tem nten SefienSja^re eine ©ummt 1 
jofjü werben foll unb bei ber Seret^nunfl 
fug Bon p"/« ju ®tunbe gelegt wirb? 

3Iuf(Öfung. 
Stemmen wir an, baf ju glei^er ^tit Fm mfAl 
Derfidjert werben, fo (eben ju SInfnng be« 

Iten, 2ten, 3ten 3fll)re 

Pm , P +1 / Pm+2 , . - • • 

JHnber unb bie 31n|lalt er^AIt fonite ber Slei^e nad) a 

k'm.P^, kV.P,„+i, k'„.P„+ä, .... 

wel^e bi« ^itm errei^ten nten 3al)re bejügfit^ anwa 

k'„, . P™ . 1,0p"-"', k'„ . P„+, . 1 ,Op"-"'-i, k'„. P„+i .1,0 
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mt^mmgäatten, aeldje pi^ anf bte uienf^Iii^ ©tttbUt^Ieit grilnhn, 97 

5)K aSttt^ fammtlit^« Prämien btt im mfm Sebeiiflatter 
Mtifläjtxlm Jtinber ift btmnac^ bei eneii^ttm Dtm ^a^re 
= k'™ (P„ . l^Op"-" +P„+i . 1,0?°-"-' + P„+3 . l,0p"-"-2 
+ . . . . -H P„_i . 1,0p) . (1) 

= k „ . l,Up |j^^jp„ H- ^^^jp„^, -f pp^ + . . . + ^^„- j J 

ober rocnn tvir bie Sludbrüdc 

"m Pm+l Pin+Ü Pm+S Pn— 1 

1,0p"' l,Op°+^' l,üp'"+^' IjOp"*« ' l^Op"-» 

analog mit fxü^tt, tejöglic^ burd) 

»1., ».«.., »!„+„ }).+., ».-, 

bejtic^nett unb bie na^ ber iSteibIf(^(eit0tabeI(t vom nttn StbenS« 
olter bi« jum ©c^fuffe fottflffetste Summe 

JJm + }»m+l + %+1 + JIm+B + .... = ^„ .... (2) 

fejen: 

= kVl,Op° (^„ — ^„) (3) 

3)a aber baö ote 3a^t nur x>en P„ Äinbern erreicht wirb 
fo t|at bie aSerPt^eningaanjialt ncd) Pn 3ßft(icf)erunfl8fummen 
ober eine Summe 

= P.K ■■« 

ju (efjlen. äu« ber ©leii^ffpng ber beiben Sluabtüife (3) unb 
(4) ergibt fi(^ otfo bie ©leidjunfl 

kV . 1,0p' (^. — ^J — P. . K 
unb ^ietau« bie ji^rlii^e ^Prämie 

P. 
P. ■ K ■ ,. _ 1,0p- K 

(^J). — ^|l,) 1,0p" Sfm - Spn ■ 

»»" '''- - ^-y.- ^ ■ '^ (*) 

anmetfungen. l) 3Me So^tSptfimie kV ip toielier ooit btr 
amabi bcr »n guiijer 3eit ö« anßalt teitretenben ißerfiraen imoiMnaia, 
inbtm baä »«?ätoii6 

y.., 

2^ - ^, .. 
für jdie anja^t Don flleitoeilig DetTioietUn ainbctn baffefte btetW. SBö 
her Seftlmnmng beS 9B«^e8 K ii. (■ »■ legt man beä^alb »ieb« blt 
©tetblid^IeitätofeHe ja »nmbe. 

2) aUBie früher bie iaaxt ffiinlage, (o »irb au* in Doriiegenbon 
gaUe bie fietei^nett ^t&mit «maS ju niebrig ausfallen, inbon bte an- 
malt, ber S^emaltungStoflen n. bgl. wegen, fl* einen Deinen 3uf(^Cas 
erlauben mug. 

evtl, ungfincInOliübinttll U. % HUB- 7 
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n einmal bie SSnt^e d 
Sf„, xp,. 2f„ 
.... ,. , t man m*l mt^r n , . , ... 

1 unt) n bie buidb QiUiäiuni {!) auSgebrllctte @uni: 
nehmen, meä^lb mäj ffli bie piaRift^e Siitoenbung bit t) 
jnietfmäßigtw ift. Sei ber Ötptnnnung ber SSJeitSe oon 
man am DDiU)einiaftt|ien mit bem iiiCb\lm mtn, itxtt 
Weilje na* 

£Po„ i'JlM, ^J„, . . . 
unb fltUt [Dt<^e tabeUaiifit gufammen. 
aSenn man ^at 



t. = fts + Cm = y« 
, = ?« + ^. + »» 

= H« + -S^L «■ 



SÖeifpiel. 

2Beli^e 5ßiämie ip füi «n 12iä^ri9efl fiinb jä^i 
rtdrten, wenn benifelben bei eiietf^tein löten ^ebendja^ti 
Bon 500 2ltt. auSbeju^lt werten \oä unb bem 3inefi 
©Tunbe gelegt »erben? 

ISifle 3{uFlüfuna. 

O^ne 3lnwenbuiig bei S^abeOe I ertfätt man buii^ 
bet äiiöbtürfe (1) unb (4), »enn mon barin 

m = 12, n = 18, K = 500, p = 3; 
P» = Pis = 523; P. = P„ -= 499 

m- 

499 . 500 =. k',ä (523 . 1,03^ + 519 . 1,03^ + 51 

511 . 1,03» + 507 . 1,03* + 503 . 1,03) 

249500=k',i, (624,4893 + 601,0632 + 579,6370+1 

537,^763 + 518,0900) = 3420,1393 . k\ 

foIflUdf ifi 

249500 _.„„,^, 

3»tite auflöfung. 

^itd) ber SabeCe I iji ■ 

i>. = K = 293,11 

' = 8168,5848294 
: 6159,6116903 

a(fo nai^ obiger goviiiel (5) ; 
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me^nungäatttn, aääii jli^ auf bie menfi^ltcSe ©tertlidihit grünten. 99 

_ 293,11 . 500^_ 

" ~ 8168,5848294 — 6159,6116903 
__146555__ 
2008,9731391 

%. 41. Aufgabe. 

SSietc^e äufa&Ptftiiiic z'm ftat eine aiiflalt jii 
tietjmen, menn ein mjäl)rige6 jfitib bui(% eint Sa^cee? 
ptömie k'u, auf ein im oten Sebenfljnljie fülUßcs 
Äapifat K unter bet ©ebingung »etficbetl werben 
foll, bnfi, im galle e« »oiljer pirbt, fämmtlic^e 
SetfidserunflöprÄmieii (o^n'e bie auf"??!''"''*") 
jurßcfjuan^Un fint, fobfltb .bn« Ätnb bafl nte 3af)r 
erreicht öätte? 

5!lufl5funfl. 

Son Pm im mten Sebenöja^re Berjl^erten flinbern (eben ju 
ainfnnfl befl 

Iten, 2ten, .... {n— in)tcn 3a^re6 

P™, P»+i, .... Po-i 

unb bie aiipalt rt^ebt Don benfelben iin 3wfi&Pr'''"'fn ber 
Mei^e nart); 

©er SEert^ bet (Sinnaftmen ift fonüt am @nbe be9 (n— m)ten 
3aI)teS ober bei etrei(t)tem nten £ebenöja^re ber ffinber 

-= z'm (Pm . l^Op"-" + Pm+1 . 1,0?"-™-» + . . - . -|- Pd-I . 1,0p) 

ll^Op"' ^ l,Op='+i ^ ^ 1,0p"-'/ 

= 2'™ . 1,0p» (J), + })^+, + . . . . + Jl_. ) 

= z'„, . i,Op° (^^})^ - 2:p.) (1), 

luie fiffe folifeeö nu(^ aiiö S- 40 (3) unmittelbflr erflibl. 
2)n t)on ben Pm oet(i(l)erteu ffinbctn im 
Ken, 2un, .... (n— in)ten 3al)re 

ber Seil)e nadj 

P,n - Pm+j , Pm+. - P„,+l Pa-1 - P« 

ben unb biefe bie '-Prämie nur 

1, 2, . . . . (n— m) 

( entrichtet ^abcn, fo ift bie von ber Slnpnlt nait) (n — m) 
^ren ju Itiftenbe ÜltKfKrgi'itunä 
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100 SSitrter a6t*iatt. 

= k'„ (P™ - P„+0 + 2k'™ {P„+i ~ P„+^) H 

+ (n-n>) k'. (P„_i - P„) 
= k'„.[P,„ + P™+i + P™+. + ....Ti-P«-i-(n— 
©ept man nun tie (Sinna^me (1) unb bie 
tiiianbei gleid^, fo (Tl)Alt man bie ©Itid^unt) 
2'„. . 1,0p" (^1)„. - ^%) = kV [P. + P„+, 

+■ P„_i - (a-m)P„J 
unb ()itrau0 
' _ k'.n [Pm +/»+._+ .... +P-i -(d- 

^tt^e 3ufa|))Tämte barf eine Stue^euerttetfl 
nel^men, wenn ein Sinb im 12ten £e&endja^rc mit 
reifstem 18ten Oa^n jal^lbaten @umme von ÖOO l 
99ebingung »etftt^ert muibe, bag, im SaQe eS cor ei 
Oa^te jier&en (oHte, ju biefer 3*'* fämmtlii^e 9)etr«^ 
jurüdBeja^lt tveiben, bei SSeiei^nung eines 3 4>rojenti( 

<£rfle ätuflüfung. 

SefHmmt man juei|l bie 3a^ieS))Tamie, fo fint 
jiad) bem Sdfpiele ^u §. 40. 72,95 Wlt. 

ffiefolgen toir nun 6ei bet SBcre^nung bet S\i\a\ 
oiiQti allgemeinen Aufgabe einge|i^Iaaenen aßeg, um 
baburt^ JU eiläutetn, unb nehmen wir nai^ bet ©tei 
an, baß fn^ gteii^jeitig 523 jwötfjä^tige fiinber, in b 
aBei[e Betfii^ett Vben, fo jetflt baS ffieifpicl ju §. 
SStttif aün 3a^reeprnmien ju fe 72,95 ^l, uel^ 
bis jum eireii^ten 18ten Sebenöalter an bie Slnfinlt i 
biefet 3£it 

= 72,95 . 3420,1393 ä«f. 
beträgt, lia ^ietnai^ butc^ eine Oa^reSptämie oon 
SBert^ 72,95.3420,1393 SOit. , a(fo buti^ bie 
3420,1393 m. erjielt wirb, fo liefert bie äufagptämte 

z'ig . 3420,1'393 m 

^on ben 528 gWÖlfjä^tigen Sinbein jterben *abe 
Iten, 2ten, 3ten, 4ten, 5ten, 6tei 
, bet iRei^e nat^ 

4, 4, 4, 4, 4, 4 

ifinbet unb bte 9tUcfDergfitung ber 31nftalt i(t fomit 
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= 72,95 . 4 + 2 . 72,95 .44-3. 72,95 . 4 + ,4 . 72,95 . 4 

+ 5 . 72,95 . 4 + 6 . 72,95 . 4 = 6127,8 SWf (2) 

atufl (X) imb (2) fofflt 

a'ij . 3420,1398 = 6127,8 
unb hieraus 

■•■• = 3^15 = ■'"»'■ 

äroeite auflüfung. 

Wa<^en nir gut Seftimmuns bei ^ura^ptämU @e6rau^ con 
obiger adgemeinen Soiinel (3), fo tctirb 

72,95 (P„ + P,3 + F,^ + P,^ + F,, + F„ — 6 . P,,) 

^" ^ ~^ ^ 1,03>« (^,, - ^.,) 

_ 72.95 (523 4-519 + 515 + 5114-5 7 + 503 — 6.499) 
~ 1,702433 (8168,5838304 — 6159,6106913) 

= ''''' ■ «^ 1,79 mt. 

1,702433.2008,9731391 
Set Snttl^tuna einet 3a^KBptämie 

= 72,95 + 1,79 == 74,74 Mt. 
laati atfo bie Stn^att bie Stüdoetgiitung ber bÜ jum lobe ciitnt^i 
tetcn Prämien gemä^ren. 

g. 42. «ufsolK. 

SBel^e 3"f'>t1"t^™i *'&<'' *'"' änpalt ju bttti^ntrt, 
wenn ein miä^rtgeft jftnb unter bei SBebingung mit 
einer ©umme K ixrfidfert roitb, bng, im galle e« uor 
crreiöitem aifn 8f ben*jaf}re fietöen follte, fämmtlirffe 
*Jßtämieti beim Xobe jutüdgegeben roerbcn inüffen? 

Suflöfung. 

ÜRnn beregne ben fünftigen Sftrag, n>e((^en bie P„ mjäl)« 
rigen Äinbec nni^ (n— m) 3a^ren bet ?lnjialt mtn(Iitet ^nben 
(S- 41), unb bejlimme bafür bie entfpredjenbe Sufißl'tAmie. 

3ur Stläuterung biene na^lpti&enbeö 

©eifpiel. 

Sin 12iä]&ii9e8 ffinb wirb mit einet 3a^teeprSmie Bon 72,95 SKI. 
Miter ber Sebingung ocrfii^ert, baß, im gafl baffelbe Bot bem ■ 
1 8ten Sebendja^re |tiibt , | ä m m t ( i c^ e Prämien am SJ>beetage 
(Utfiifbeja^tt merben maffen. SBel^e ^uf^^i^ämie ^t bie Sttijlalt 
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ju beieAnen, toenn ba6et ein 3 prDjenligei; 3i"%& 
gelegt loitb? 

. SIuflBfung. 

"^it ^nfiall i)at na^ iem Seifpiete beS §. 41 im 
Jten, 2f(n, 3ten, 4ten, Öfen, 

3a^K ter JReilje nat^ juriiiläiißefcen : 
4.72,95; 8.7.2,95; 12.72,95; 16 .72,95; 20.72,95: 
^ürbe fie nun biefe Gummen jogfeti^ bei eingetretenen 
rUdDeigüten , fo gingen \ö.x fie bie betteffenben B'^f^" 
jinfen tetloten. Wim ^at bemnad) jeben ^nrt(| auf baS 1 
berechnen unb er^lt ulSbann fät bie von bet ^ant j 
SBerflütunfleii bie isumme 

72,95(4. l,03«4-8- 1,03^+ 12. 1,03*+16. 1,038- 
+ 24.1,03) 
= 72,95 (4,7762088 -|- 9,2741920 + 13,5061056 4- : 

-1-21,218-1-24,72) 
= 72,95.90,9781384 = 6636,84 Wll 
©iefe ©iimme ift nun butt^ äufoBP^ämien aufjubringei 
1)a na($ bcin Öeilpielt ju §. 40 ber Wexti} fämn 
mien ju berfelben 3eit = 72,95.3420,1393 bettätil 
Prämie uon 1 Wtt. bie ©umme 3420,1393 SÜf. oetfc^i 
bie ^"filt'i^^iii'' 

= _663M4 _ 
3420,1398 ' 

g. 43. %uf9fibt. 

9BtI(i)e 3iifa&V>^Sin't 2'„ mu^ eine 91nf 
inen, wen» fi** '"" Solle ein im mten 3f 
ficfjerteS Äinb vor rtreicfjtem nteii Sebenöi«^ 
a) ju biefet 3fi', •>) bei bem lobe be«Äinb( 
licfce aSetfi(t)etuiiö6i)rämien fnmint 3uf«| 
jurüdgeben foll? 

Sluflöfunfl. 

aWan vfrfQl)re onalog wie in §. 41 unb §. 42 
man in beiben gölleu k'n, -1- Z'n, finrt bet SJe 
prüniie k',„. 

^Seifpiele. 

1) asäie groß ip bie Sufaepramie Z'^ mläft eine ©i 
anflalt füv ein 12iai)ri9tS Sinb ju nehmen ^ot, loenn f 
büffelbe oor bem Igten Sefeenaja^e ftivbt, ju biefet ^eil 
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ffietfii^eiunaeprämieii ä 72,95 SIMI. faitnnt ben 3ufa^|)täimen jntttrf= 
geben [qQ? 

ätufliJfung. 

910^ im Seifpielf ju §. 41 ^at bie «nftatt in biefem gatle 
84(72,95+Z'„)3Kt. jitriidju jagten unb fccträgt bie ©utnme, meldet bie 
Stinber an bitfelbe entr^tet ^abtii, (72,i>6+Z'„) 8420,1393 3W(. 

^a alfo, wie in ben oot^etge^enben ^t\\p'\ätn, eine ^rSmie 
»on 1 üßf. bie ©utnme 3420,1393 aWf. erwivft, fo pnbet man an« 
ber ^repotfion 

3420,1393 : 1 = 84(72,95 + Z'„) : Z'„ 
bie ^if'i^l'^^i'i^ 

''- = iSsVs ' '•»' "■ 

2) 3Beli^e äuf^SP^ämi« ^"t bie Mnjlalt ju Beret^nen, wenn in 
voK^erge^enbem %kifpiele bie Inna^men unvevänbert bkibta, bie 
gjüierftottung aber bei bem lobe beS Sinbe« erfolgen foCt? 

Stuflüfnng. 

Unter ©erüctfl^tigung befi SeifpieK ju %. 42 erhält mon bie 
Proportion 

3420,1393 : 1 = 90,9781384 (72,95 -\- Z'J : Z'„ 
unb ^ieiauS 

z: _ -???M1 _ 1,993 m. 
3329,1611 ' 

§. 44. ^ufgaficn jur Uebung. 

1) Sffifl^e einlflfle ifi für ein öiäljngea Äinb in eine ffier* 
ftc^trangöanPaH fogleii^ ju jaliten, wenn bemfelbeti nad) »oDs 
(ttbetem 24tfn 3at)te eine ©uinme Bon 2500 ÜHf. nuSbeanl)» 
werben foK unb bie Sinfcn ji 3 "/o bftet^ti't roetben? 

2) ein Äinb foH bei ber ®ebutt mit 3000 5Rf., mif fein 
21tfa Bebenöjaljt jaljlbat, teriidjett roetben. 2Bie grof ijl bie 
einmalige ©inlage bei 39erecf)nung Sprojentiger 3i"ffn? 

3) ^el(lje einlaoe l)Qt eine Slnflalt für ein Sjti^ige« Äinb 
ju berfi^nen, wenn boffelbe nrit 1000 5Rt, iafjtbar bei »oKenbetem 
18tfn3a^re, öerR^ett werben foO unb S^/o 3lnf"i «nfl'ffftt »«ben? 

4) gin ffiinb wirb im Uten SebenSlafire in bet 3Beife Der.' 
fl^ert, baß itjm m^ errei^tem 18teil 3»iijte 400 W. auabeja^lt 
werten, im gaßt f« aber Butler flirbt, ju tiefet ^tit bie ßinlage 
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tvitbtr gutädtiflattet wtrbm foK. Selcht BufA^pi&mie baif W 
anftalt In bfeftm S«I1( ne^mm, wenn btm Sinöfuf Sprojcntlfle 
3infen ju ®tunbe gtltgt «wrbfn?- 

5) @tn Jttnb tvuibt bti bti @cburt gegtn eint einmalige • 
fUnla^t in btr SStlfe vtrfi^trt, bag i^m nad) BoQmbetfm 18tett 
3a^re 2500 ü)lt. (lUÖbejaljrt werben, im %aüt e« aber »ort)« 
ßirbt, bie Sinlagt ju bitfei 3'" jurAifgegeben weiben fcD. Wtli^t 
3ufa(H)rÄmie Ijat bie Sauf bei 3 "1^ ^in\ttim\a^ gu btrei^nen? 

6) aUelc^e 3ura$ptämie t)at eine anßalt gu ttE^ebcn, menn 
ein flinb bei btt ©ebuit auf 2000 USf., na^ DcHenbetem 21ten 
Sttljre ja^Ibar, titrrn^ett wirb unb bie aSerflt^erungaptäniie fammi 
bet 3uf'i((ptämie ju bitfer ^tit jurfidfitgeben metben foQen, im 
gflDe ba« Äinb «orijet flirbl? 3)en 3in«fup i» 3 % beret^net. 

7) @in lOjA^rifleS ffinb foU geoen @ntrtd)tunf) einer Sn^red« 
jirÄmie mit 4000 SWt., jciljibnr natfe erreiilem 18(cn 3nt)re, »tt» 
fiebert loerben. '2Bie gto^ ifi biefe iprflmie, wenn Sprojeniige 
3infen berechnet joetben? 

8) (Sin Äinb wutbe bei ber ®eburt auf eine Summe, jatjU 
bat bei errei(fttem 18tm Sefcenejaltre, flegen tine ju (eißenbe 
3af)r(«prämie von 10 aWf. in bet SBeife uerfidjctt, tag wenn e« 
»ottjer fierben foflit, bie Slnfiart jut bejcii^neten 3ett bie biö 
jum Sobe bejal)lten ^ßrdmien 3utflifetflatten mu^. SBelt^e 3wfa6* 
Urämie borf bie Slnftall beredjnen, wenn 4pfcjentifle 3inffn in 
Slnte(^nung gebradjt werben? 

9) (Sin lOjölitige« flinb wutbe gegen eine Sa^reepTfimie 
von 20 3Rf. auf bad ISte Sebendja^t loetjic^ett. aStlc^e 3ufa^ 
ptämit I)at bie fflerrn^etungflanjlalt jn neljmen, wenn pe gu 
biefer 3*il fämmtlic^e 5PrÄmien gutüifgeben muf, im galle bod 
Äinb Dörfer (tirbt, bei einem änfaß 4projentiget 3iiif*n? 

10) SBJeI(^e 3"f«&prömie t/at bie Sonf gu nehmen, wenn 
in ber 3Iiifgrtb( 8 bie angaben unioerönbert bleiben, bie Sötf» 
flewä^rung aber beim aiobe be« ftinbeö aEft^Ef)»" foll? 

11) ajian foD befiimmen, weldje 3«fa6PrÄmie eine 93tr» 
fld)ening$anßa(t unter ben in Slufgabe 8 gemad)ten Sorau^' 
feftiingen gu netjmtn ^at, wenn fie fämmtlic^e 3n^teSprämic 
ntbp 3uffleprämien im ISten Saftre gutßcfgeben foU? 

12) 9ßie grof wirb bie äufadVÖmie pit DorI|trgt^enl 
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aufgnbe fein muffen, wenn bie aStrflütung naö) erfolgtem 1&b> 
Ubm b(« ffinbefl flef^e^en fett? 

B. fieret^nniij) tinr (tmla^tn bei ÜinterDcrforgnitgsItairett. 
%. 45. etflÄninfl. 

S9ei ben JMnbetoerfDTgungdfaffrn fann bie jut frflgeff^ten 
3eit (lateö, 21tefl ic. Sebmöia^r) an bn« »erforgte Äinb ju 
fntrit^ttnbe äiMutfl nidjt im asprouö feftgtffttt werben, (nbem 
nAmli^ fämmtltdje Jtinbei, iveldie in gteic^em Stlttr verflc^ert 
njurbcn, eine befonbete Änffe bilCcn unb beren ^Beiträge, mit 
Einfdjluf ber t)ierauö etWfict)ffnen ©rtrflge, ju bet ftpgefepten 
Seit an bie no(^ lebenben Äinber eben biefer Äaffe gleid^mäfig 
oertfjeilt werben. 2BiU ein Äinb fpiiter einer fi^on beflet)enben 
Äaffe beitreten, fo Ifi feine ^tJrSmie natiirlit^ fo ju berechnen, 
baf e« mit ben früher beigetretenen glei(t)e anftjrü^je auf bie 
betteffenbe Äaffe 6at. 

g. 46. «uffloHe. 

Son P„ neugebornen unb gleit^jeitig einet Äoffe 
beigetretenen Äinbern ja^lt jebed eine jätttlid^e 
^Prämie von r„ an eine SBetforgung^faffe; man fod 
btßimmen, welche 'JJrüraic ein ein*, jroei«, btei» . . . 
(n — Ijjäljrige« Äinb an biefe Äaffe ju enttid)ten 
^at, um bei voIJtnbetem nten Sebendja^re gleiche 
änfvtüi^e an bie Äaffe ju Ijaben, njie bie Don fenen 
Äeufleborntn no^J Sebenben. 

aiuftöfung. 
a)ie i4^rli(^en ^rfimien betragen ber Mei^e na^ 

P, r„ P,r„, P,r, F„_ir„ 

unb jui Sßert^eilung (omml fomit nat^ c Sauren bie @umme 
r. (Po ■ 1.0p" + P. . l,Op"^i + P, . l.Op"-» + . . . -f, p„_, . 1,0p) 

- '--M^'' + W + W + W + - + i|^) 

= r„.l,Opt»>o+ J),+ }», + »>. + .... + JJn-O 

= r,.l,0p"(2^)), -^})„) («)• 

.aSon ben Po ffinbetn (eben aber nadj erteittitem nten 3(i^re 
ui np(^ P,, unb ber Slnlt)eil ttneS ieben Rinbee iß bemnad^ 
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W(f)m(n mit min ftnwt an, brtf ju Slnfnitfl \>ti giueiltit 
Sa^Kd btifelbtn Jfafft P, rtniAI)tige Sinttx brilrttm unb 
b(i^ btffdbtii rint iÄfjrlicfjt ^rAmfe r, entrifljitn, fo erhalten roir 
auf analogt Sfife fflr' bit mi} (q— 1) 3flf)rfn gut Slufljnfjlung 
fommenbt 6umint 
r, (P,.l,Op— '+Pj.l,0p"~^+P»l-0p''-34- ... +P«-i.l,flp) 

- ^'- w(t^^p -^ W + 17^« + +pN 

-. r, . 1,0p- {(», + )Ib +>3 + .... 4-})-,^i) 

= ri . 1,0p" (^^ — ^„) 

unb bfl nni^ (n — 1) 3«I>ten nur no(^ Pn löon bm bamalfl eins 

(äfitigm Äinbtrn (ebtn, fo ip b« %ntf)ttl Hntfl itbm 

- 1^%:^3^ ........ W 

©oHm nun beim ©tutje btt Äafft bit ifinbtt, melttje im 
aitei Bon eintm 3a^te bet Waffe b« üleugeborutn beig^ 
treten finb, mit biefen gleite Slnfprüt^c ^ftbm,' fo mfiffen bie 
beiben Saiiöbtßtft (1) unb (2) (innnbet qUO) fein unb innn erljüd: 

r„ (^0 - ^„) = r, (^, - ^„) 
unb ^iermi9: 

' ~ ~^h ~- ^- - 

I)ut(^ eint Äfenlidje ©ettadtiung pnbet man füi bie *Bifl' 
mie Tg bet jmeijä^tttgen Ätnbet, TOeldEje »et Änfft ber ^leugebomen 
beijulteten roflnfdbfu: 

_r. (^.-^.) 
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Seifptel. 



MtUft jä^rlic^e Prämie ^ot ein IQjä^rigef ftinb an eint 
SerforgungdfalTe ju entrii^ten, menn tS an einet Don Sieugetownen 

mit ein» 3a^i:eepiSiiiie von 12 Wt. gegvUnbeten Jtaffe gEeii^en ^9= 
t^eit nehmen tciU, Cie SInflalt Sprocentige 3itif<ii berechnet unb bie 
Äaf[e bei erreichtem 20len Ptbenflja^re gepflrjt wirb? 



% u f [ i) f u n g. 
'Hai) ber obigen oUgemeinen Sntwidelung wirb 

^ 12 (14660, 089 — 5584 ,203 
'" " 9858^257 — 5584,208 

_ 12. 9075,88 1 _„■■„ 3 
- 3774,049 - ™'''" ' 



ober 



1) ®egtn (ine SufutH^^^init getvä^rt aüi} in votfiegenbem 
gaUe, »enH bfl« Äfnb »er bet ffpaefepten 3«it perben foDte, 
bfe SInflal' b« Sürfbergfltuiig fÄmratli^er ajerfäi^frungflprflmien 
oljne 3'«f'"- 

Sejeic^nft Zo t»" 3uf»>0prflmie, r^ bie jfl^rlie^e 93trflctemng8* 
präuiie für ein neugeborenefl Äinb, fo i|i ber 9B(rt^ bet SJeirrAge 
f&uimtli^(C Stinttt md) {a) 

= (r„ + z,)l,Op»(^„-^„). 
9Iuii go^len aber bie im 

Iten, 2(en, 3ten, nten 3a^te 

perbenbtn ffiinber nur 

1, 2, 3, nmal 

bie betreffenbe *4itAiiiie, «Ifo f)ot bie Slnflalt jurfldjugtbtn ; 
r,[(P,— P,) + 2(Pi-P,) + .... + n(P^,-P„)] 
= r,, (P, -I- P, + P, + .... + P„_i - nP„)....(^) 
nb ber Äaffe wrbleibt not^; 

(ro + 2„)l,0p"(^o - -S^n) - r„(P„ + Pi -H 
p^ _|_ .... + P^i— iiP„). 
aJa biefet 9BerlIf %Uiif bem 9Bertf)e aller 53er(i(^erung«» 
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Prämien fein mu^ uiib jebem ^inbe berftitc Stnt^eil 
verbleibm foD, fc erijält nlan bie ©leic^ung: 

(r. + z.)lfif'(2.X - 2.%) - r,(P. + 
P, + .... + P..^,_dP.) — t, 1,0p' (.1^. — 
rootnu« folgt; 

'o(P, + P . + P,+ ...■ + P— - 

Slnafog trljätt man für btt bief« Äaffe btitrf 
3, — (öf)tifleii ffinbtt; 

_ ri(F, + F, + P, + . ... + P-i - 

_ '.(P. + P. + F. + .. .. + P -i - 

u. f. m. 
©oUcn bif 5Serftd)frun9$l)lämien fanimt 3uffllSP' 
gegeben werben, fo ^nt man in {ß) (r^ -t- z^) 
fejen unb erhält nae^ {■/) bie ©leit^nng 
(r. + z.)l,Op"(,^, - ^.) - (r, + j.) (P. + F 
+ P._, — nP.) — r. . l,Op'(^, — 2: 
fbtjli* fär 

,j., r„.l,Op-(^„-:Sj).) 

"■^ •" l,Op"(^.-^TI.)-(P.+P.+P,+.::+ 
aiifo wirb 

. , r i.op-csy.— s}i„) 

" . '»[i,op"(:i-}i..^i')«-cPo+p,+F,+...F.-, 

2) ©cü ein Jfinb bei ber ©eliutt gegen eine 
3af)Iung k„ in ber Älaffe ber Sleugebornen nerfir^ei 
muf ber ^erl^ 

F, . k„ . 1,0p' F„ . k, 

P^ WrT' 

jU roetfiem bitft Bntt'uiig iiai^ n Sauren anioä(^fI 
in (1) gtfunbtnen SBert^t fein, unb man ^nt bal}« 
P„ . k„ (Ji% — ^ y„) 

unb finbet ^ictau^: 

_ r.(^tl. - ^) 

U. f. ». 
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C. fierei^nutijj ttr Ceibrcnteit 
8- 47. ©rnäruttBen. 

1) eine SSente, »tli^e »on (iner geiDiffen $erfon lebenös 
längli^ btjogcn wirb, ^eigt eint Seibrcnte. 

2) aStflinnt beten Sejufl trß na(^ aSerlauf einer beflimmten 
9Inja^t VDn 3af)ren, im SaQe btrienige noi$ Übt, weictirr bie 
SHifebfjfl^tt Ijat, fo nennt man eine folcije JBtnte eine aufgt« 
fdjobene Seibrente. 

3) Sßirb eine 9tente nur auf eine beftimmte Slnja^I von 
Sauren ou«beja^It — »crauSgefeftt, baf ber bie SRente Segies 
Ifenbe fo longe am Seben i|i — fo wirb biefe SRente eine tems 
poräre Seibrente genannt. 

4) Säfit ein Stentner roä^renb einet Steige »on Sauren feine 
Siente bei ber Seibtentenfaffe flehen, fo ^ei^t biefe Äente eine 
auf gef parte. Stad) SSerlauf ber bepimraten 3f't fann ber* 
felbe bann bie 33eiträge jufaminen etljeben ober jum Sat 
tiitale fdftagen, um feine Seibrente gu er^öl^en. 

5) ^flngt eine Seibrente »on bcm, Seben mehret- bei ber 
SlnPoU bet^eiligten gietfcnen ab, fo ^ei^t fie eine Serbin* 
bungötente. 5H!irb biefelbe fo lange auöbeja^lt, alö biefe 
beflimmttn ^erfo'nen jufammen (eben, alfo als feint von 
i^nen geftorben iß, fo er^ÄIt man eine SSerbinbungörente auf 
bafl ffltjeße Seben; roirb bie SRente aber bifl ,jum gänj* 
lidren 31udßer6en aKet Set^eiligten auSbejal^lt, fo I)at man eint 
fflerbinbungStente auf baä längfte Seben. 

6) aSitb eine SHrnte nur bann an beflimmte 5Perfonen 
auflbeja^It, wenn eine ober me^te im SSorau^' beßimmte *-ßer;= 
fönen geßorben finb, fo V'^t bitfelbe eint Utbttlebung«« 
rente ober Mnroartfdjaft ©iefelben ffnben befonbet« bei 
ber aSetei^nung »on 9Bitti»enf unb SBaifenpenfionen Slnroenbung. 

7) anßatten, roelijje aJetträgt gegen Stibrentenjatjlungen 
ttbfc^lit^en, ^ei^en 2eibrentenanßfllten. 9ia^ßei)enb foHen 
nun bie Derft^itbenen, bei ffierei^nung bet Seibrenten totfom« 
menben SÄßt an einigen Slufgaben nd^er erläutert »erben. 



■ Google 



110 SSitrter »((^nitt. 

a) Seibrtnttn für eint ^erfon. 
I) 2i)«ltl4 hcgtNititt ftttmlt. 

g. 48. «ufgafie. 
S8itlü)t JCavitaUinlasc (^ifO B„ l)At eint m 
tige *^trfort in tdtt 9ttnten«nPaIt ju iiiat^tn, um 
eint unDet&HbtrIidit am @nbt eined itben 3a( 
fftiliflt (nadjfdjflffiflc) 2eibttnU r ju erioerbtn, ro 
btt 3'"öfM^ ju P U tetei^net »Ditb? 

äuflSfung. 
a3ejei(^ntn teit »iebtt bie Slnjafjl ber im 

mftn, (m + l)ten, (m-|-2)tm, — 

Sllter tebenbtn ißttfontn btr SRtifje ncit^ buti^ 

Pm "di+I Pm+a .... 

fo ^al bie attnttnanßaU am @nb( bt« 

Ittn, 2ttn, 3ttn, .... 

3af|rt« ju jaulen : 

Pm+I.r, Pm+S-f, Pm+S-T, .... 

uiib btT baart äScttt) aütt 3a[)(ungen ifl fomil 
_ ?5H^ r + ?=i±^r+?^^ r4-. 

1,0p ^i,Op^ ^i,0p3* ^ ■■■ 

ll,Op^ 1,0p» ^ 1,0p'' ^ ■ / . 

•^^ '"P il,Op"+' ^ l.Op"^^ ^ l^Op-^-H^ 
= r.l,Op«' (J)„+i + ^^ -1- JJ„^^ + ....) 

= r.l,Op'".^„+, ( 

£it Sanf tr^tbt bagegen von ben Pm jii Slnfong Itbt 
$«fonen bie Simiint 

Pm.R™ ( 

3)a bitfc aliev gltidj btm baartn SäJertlft aflet Sluöja^hi 
ftln muß, r» f'Wt man buTct) ®U\^ft^üttQ bti ^udbrdcfi 
unb (2) bit ©leitftung 

P„,.En. = r.l,Op".^„+, 
unb Iiierau* ben baartn Strt^ ber Stibrentt 

-Km = p ■ — Vm+l, 
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JRed^nungJattcn, atlä)t |ti$ auf tiit mraf^Ii^ ®ttx1)Ü<i>Uit grlinben. Hl 

.b.t R._"^l5±l~ (3) 

anmeilungtn. 1) 2)o wiAer baS Sßerftättnig — Sl?±i «nob» 

^ngtg ift Don bn 9tBii%I b<r in dnent attuiffm Sttn Sebenben, fo ift 
(B ad* ffitt bti btr »«ed^rnnw gleidttgittig , »i« Biet ^trfonui in tintm 
tefinnintai alter b« anpall betgetwlen fnb unb mir lonnen olfo für 
Pm ftas bic in b« @UrUii$lcitltabdU angcgcbtnc ünja^l uon euenben 
einführen. 

2) Üdnx bit jnecfmägtsfle Sit bit Sctt^ con ^m gn bert<^iun, 
Detgt. bie 9Utmeitung p g. 40. 

1) gür bm 8itt, bflS bif SRentt praenumerando ttja^lt 
ivitb, bUfc alfo eine VDifd^üffige iß, 6(eiftt bic @ntivi(ft[unfl 
ganj t>\t\tlbt, ituT ^rgimit aldbmiii bie ©uuitne, voti^t bem 
Sluebtucfe (1) ju @runbt liegt, mit )lm ■ 

Sejttt^net man unter biefet ^oraudfc^ung ben baaten 
aSJertIt but^ 'E„ , fo wirb olfo 

'IC - E„ + r = '-^^^ (4) . 

2) erfepen »ir Ijier unb in bcr golge fflr ben gall, ba$ 
bie fflente = 1 ip, ben ©udjjiflben ß burtij (>, fo folflt ouö 
(3) unb (4) 

(f. - ^^-i (5) 

'pm = Cm+l ij^- (6). 

Slitnitilnng. S>ie Kentenaitftattcn befi^n SabtUen, au# icel^cn 
man ben Baateit SSertö einer 2eibrentt für r = 1, olfo bie SBert^e oon 
fm unb '(n. unmttttlbar erje^n lann. 

3) ^and^e Slenienaitftalten QeivA^ren gegen eine befonbeie 
(Sinlage bie Sötfjn^Iung be« Uebrrfd)uffe« ber baaten giniage 
äbet bie f^on bejogene diente an bie @cben, im gaCIe bet 9ttnlen' 
bejie()n: flirbt, »A^renb ntdi ein foli^et Ueberft^u^ vortjanben 
ifl. £iefe befonbere Einlage E„ In^t flc^ Ieid)t bmclfnen. 

2)enn ifat fic^ eine miii^rige ijjcrfon burd) bie banre Gin» 
'flge Km fluf eine na(^fit)flffige Seibrente r «erji^ert, fp werben, 
mter obiger flSorauÄfe^ung , bie ®rben wnljtenb fo »ieler ^atfxt 
t eine SJergütung unjurprei^en ^aben, biä man ^t: 
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112 »ttner abfc^nilt. 

ob« H -= . 

■^ r 

9tuit pttben aber tm 

Itcn 2[en 3ten |Uten ', 

ha Sitt^t naä) 

Pm Pm+1/ Pffl+l — Pm+l/ Pm+2 Pm+S, Pm+fi—^ 

$erfonen, unb bfe Slnftalt t»at alfo, tvenn ition baS 
jtwfilä an baö @nbe bed S^aljte« »«feßt, am @nbe be< 
Iten, 2tEn, .... ^tm 

3a^)K« b« IRti^e noi^ ju Detgütm: 

(P. — P»+,)Rm, (P™+i-P„+»)(IC-r), . 
(P^^.-P^^) (K„_ (^_1) r) 
Dbec baai bit @umme 

(Pm Pm+0 Km , (Pm+1 Pm+a) (Rm r) 

1,0p " ■*" l,üp* 

(Pm+f^l-Pm+/*).(Rm-(f^-l)r) 

"*" 1,0p/* 

©ie erttfbt bagcflen bie Summe . 

Pm . E„ 

«nb etf fö^t fl(^ nun buc(^ ©leidjftpung biefcr bdben ! 
bet Sffiertft »on E„ tcmitteln. 

3)if Oeffimmtfinlafle ift nlSbann Rn, + E„ . 



Seifpiel. 
äSeli^e SQt>italeinIage ^at eine 84jä^iige ^etfon i 
nenn'fi«^ biefelbe eine Üeitttente neu 1200 3)it. erttetben 
bem 3i"8f"B* * */o i" ®™nbe gelegt luetben? 

auftijfung. 
9!o* bet om Enbe beS »u^e« bcfinblic^en %ai>tüt ] 
J)„ =, J)„ = 0,7417077 
:Sp^+i = ^JJ«, = 2,6202336, 
fotgli^ na(^ obiger @leic^ung (3): 

" 30.2,620 2' " " 
0,741707~7 

anmerlung. oft bit Eeibrente eine uoifi^ßffige, 
na^ @tetcbung (4): 

- ^ 1200. .£Vm 1200.3,3619413 
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1fie*nungeaiten, tueldie fKÖ auf bie menftfeltt^ ^mbXidihit griinben, -113 
2) Xnfgtfi^iilifnt Cribwnlt. 

^. 49. Stufgafie. 

«Man foll bie SRi.fe 3» einet um a 3oi&t( auf^ 
gef(t)pben(ii nQ(i>f(^üffiöen, a(fo nacJ» (a+1) 3(i^ren 
jwm etfltn 5Rntt fälligen Stibtente r für eint mjfl^. 
tige $erfon 6epimnien. 

auftöfunfl. 
2)ie gjtrftrfiemngönnflait Ijdt am (Jnbe beö 
(a4-l)ten, (a+2)ten, (a+3)ten, .... 

3a^«a oudjuja^Im: 

PII^+J^.1.1', Pm+a+Z.r, Pm+s+S-T, .... 

!t)er baare SBert^ bti ^udgaben i^ tiemnod) 

P-H- - ^ 

l.Op-t 

= r 1 Op- I -?-+«■' + ''■+-1^ + J'!f+? 4- . 1 

. ' '^ (i,op-+t' ^ i,op"+"+' ^ i,üp»+'+» ^ ; 

— r.l,0p-(}).4^, + JI.+.+, + )).+,+, + ....) 

— r.l.Op- . ^J!,_H+ <1> 

3)it Sn(irjaI)Iunfl ber Pm *ßcrfonen an bie Sanf ift aber 

-P.. .E. (2) 

unb man etfjAtt fomit burd) ®tetc^fe8unfl ber auebrüde (1) unb 
(2) Me Sleiitinnj 

P. . .E, - r . 1,0p» . ^.+.+, 
unb hieran« fflr ben Saarwettl) btt aufgefi^obenen Seibrenle 

P. 
ein .R. - ' ■ ^■E+t' (3) 

3«fJ6'- 
1) 8ür eine torfcililffise »m a Jo^rt aufjtf*o6ene, 
olfB na(t a So^ren jum er|ien Maie fätlje «eibtenle (inbtt 
man auf gleidje ÜBtife: 

• •■''■=H^" « 

6vlB. aDatmilnt «Tllbnitfll. II. i. «iifl. 8 
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.(5) 
(6) 



114 »ierttt atfi^tt. 

2) Pt r — 1 foljt au« (3) unb (4) 

•^^z*' 

•'- — % 

3) ©e^t man in btn ©teit^unflen (3) imb (4) 
fo gtl)m bieftlbtn btjägli^ üb» in 

obtr na^ §. 48 (3) unb (4) in 

.R,i = Km^-%^ (7) 

unb *" a'K„ = 'Km+a feti (8) 

b. ^. b(r haart 9Bett^ ber 3Sif( einer um a 3a^te 
ouffltfdjobentn 8ti6ttnte füt tint mia^tige ^ßtrfon 
wirb ttfjfllttn, wenn man ben gegenreärtigen SBert^ 
ber ju bejiefjenben Sti&rentt für erne (in+a)jÄl)ri9e 

»Jitifon mit btm Ouotitntcn *^ multipücirt. 

4) ©titbt btc Smtmbejiflj« vor Sejug bet cr^en Mente, 
fo jaf)l(n inani^e Stnflalten bit (ingtia^tte Summe gegen eine 
befonbeie Einlage juräcf, toeidie ftd) iia<^ Snj^etem leicijt bt» 
rechnen lift. 

ffletffter. 

iSieId)ed ifl bet baare SEBett^ einer 6 3a^re fang aufgeft^obesen 
nadffi^üfriaen Seittente ton 1200 Mt füt eine TSjä^rige ^ietfon 
unb einen 3iiiBf"6 "on 4"/^? 

«iufißfung. 
Sie mit au9 bem 99eif)>ie(e m §. 48 eiferen, i^ nutet i 
gemai^fen SotauefcSung füt eine (78 + 6) = 84iäiti9e ^erf. 
bei baate äSeit^ einet Seibiente 

R„^. = B« = 4239,24 W. ' 
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SR((^nungSarten, nxtd^e ff* auf We ratof^mt ®t«6Ii(!6[rit gdlnbtn. 115 

t)tmmä) »iib nac^ (7) ber Berlfwete äBert^ 
1,24.0,74171 
2,2993164 



.«. = *^3,.4.|. = *''r,i:tr '- - "".*Bm 



mettung. 3ft bie Sribttnte eine DorfdOüfftge, Jd folgt 
*■ "--g ju oem ""'-'-'- '-° " " -•-'—■'•••-"^--- -«« 



110(6 btt Änmtrtinig ju öem »eifpiete beS §. 4B aaS obiger iBltitftung (8) 
5439,29. 0,741 7Q77_ 
'*^" 2,2993164 - "H58 a«I. 

3u benfetten 9lefußattn getongt nwn buiifi anweiibung ber *(«• 
(jungen (3) irab (4). 



3) ttmfuSa tdbitttti. 

%. 50. aufflofif. 
@int mjAf)iigt ^tifon iDid fi(^ tine ItinpotAit 
nni^fc^üffige Stibrentt r auf t 3af»t( ftwerben, wie 
giof iß bie iaait @inlagt (i>Em beiftlbtn? 

3lufI6fung. 
3)tt verlanjjtt SRift wirb gcfunbtn, tumn man von bn 
Wli^t btt tiid jum 9lti(elitn ju tieiif^ttibtn nac^fc^öfligdi Stib' 
rente bie 9Rife ein« um t 3aItK aiiffleftljobtnfn no(^f(l)flffigtn 
Seibiente fublralffTt 

3Ran ettjält fomit mä) S- 48 (5) unb S- 49 (5) bie sec 
langte Saarttnlage 

,t,R„ = r(p„— ,e„) 
ober, wenn mon au« §. 48 (3) unb §• 49 (3) bie betteffenben 
SSJtrt^e einführt: 

,..B„ = 'i^$=^i^-^=i±tO (1) 

3ufape. 

1) gflr (ine tjorfdjflffiflt Seibrente Wirb in biefem gallt 
ber Saanutitl) 

A-'^öl^^_^) (2, 

2) gflc r -= 1 folflt au» (1) unb (2): 

(t>pm -= - fa-— (O) 

..,>.-3k^feH (4) ■ 

8» 
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116 «im« abfdftmtt. 

3} SSegmnt bn SIcntenbejug trfi naii a 3ai)Tcn unb to&^rt 
bttfdbf nur t 3a^H, im galle b« iRtntmbejitfjtt fo lange lebt, 
ift bit Sdbrtnte nlfo eine nuffltfi^obfiie temporflte, fo iji 
beten banret ©ett^ gfeit^ bet iDifferenj bf« baaren ffiertfee« 
einer wm a 3a^re weniflet bem einet um (a-f-t) 3if)re aufge^ 
((^obenen Seibrentf, alfo nai^ §. 49. für eine naiijf^ilffifle 
-Äentf 

= «-(rfin — n-ti>D.) 

9m """■* ^ 

unb für eine öotftftflffifle SHente 

_K^.^-^1L^) (,) 



Sie 9rog ijl ber Baare 3Beil^ ein» wä^renb 3 daffxn )u 
bejie^enben nat^Mflfligen Seibrente L<Dn 1200 3nt. \&i eine 84 jä^^ 
tige Werfen bei ^eiei^nnng eine« 4 pirojentigen 3inSf«§e9? 



XuflSfnng. 



©eet man in bie ©leii^ung (1): 

^m+i r- -^fe» = 2,6202336 

^»tH-i -= -ijl, — 1,1383796 

J. — »« — 0,7417077 



_ 1200(2,6202386-1,1383795) _ ,,„.„, 
'"" " 0,7417077 ^'^^■'' ""■ 

Hnmettung. 3fl bie Slente praenuuerando ga^Ibae, fo folgt 
na* (2) : 

'■'"" TZ 

1 200(3,3619413 — 1 ,534U049) _ 
" "^ 0,74n«T7 



.,„„„„„, _ ^g^^^ g 



4) SSfedtiltr iMagt b(! iinfg(fd]Dbtvr Cclltrciitt. 

§. 51. aufgäbe. 
Sine mja^rige *4!etfon will fitfe oon ifttem (in+a)ten 
Seben$ja[)re an eine nac^fefjüffige Seibfente r vm 
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9)ci|nimgeatt(n^ oelc^ fiiSl mif bic mmfcpiil^e @ttrbltcgttit grUnbtn. H? 

fdjafffiii wie gto^ ip bie »on je^t nn am ISnbt eine* 
ieben Sti^ttfl an bie 3*tntenanftnlt bt« ju (f)rem 
(m + a)teti 3al)tf ju (titti^tenbe Einlage .R'm? 

Sluflöfung. 
9ta<$ S. 49 iß bit Snife btr um a Sa^te aufgefc^obtnen 
Stibrente fAr eine mid^rige ^ierfon auSgebr&dt bur(^ 
r. .pm . 
3>fC baaie äBeitl) b» @imial)inen ber 9}entenanftalt ifi aber 
ßltitb bet SSife ein« auf a 3af)r( ju bejiet)enbeii temVotÄten 
nad)(d)üf(ifl(n Snbrtnie »R'n. j folglit^ für eine je^t m jährige 
ißtifon 3iac^ §■ 50. batgeflellt buri^ 

!Dutc^ ©Itic^fetuiig biefer 8lu«brö(fe ergibt (it^: 

3'„ = Lii&L. (1) 

ober, wenn man au8 §. 49 (5) wnb S. 50 (4) bie betteffenbtit 
SBJert^e einführt: 

-R'-= v/--^*'°jy^ ■ (2) 

Sufäfe. 

1) aSerben bie tSinlagen unb Menteri praenumerando in 
Kei^nung flebrnc^t, fo toitb ^ 

'^'" -it)„--iD^ ^^^ 

2) gar r == 1 fBlgtauö (3) unb (4) 

' .■^■°+ «+i ^ii 

. - = 35*.^-%^. <») 

3) SerürfTi^iigt man, baß nai^ bem 3ufa6 3 br« 8- 49 
(7) unb (8) ffit eine nac^fc^üfflge ?ftbtente au(^ 

R _ r/'Sym-i-i^ .i _ p |Jbi+» 

unb für eine »otfd)i5fflgc 
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118 »krt« S16I*iriH. 

fo ge^en bit ©Iti^ungtn (3) unb (4) iba btjäglii^ in 









aiieff ©lEii^uitflm brürfeit ben baarm SJert!) btr )■ 
ju (eififnben ©eirtäge in bm Sadmetlljm b« bttrtfftnbtr 
renttn föt eine um a ^difjt &lUit *ßerfon au«. 

anmtiliina. ©tiitt ber Stottett&ejie^ cor bcm 9«g 
ttptn SBenlt, lo jwilt ou* fti« Sie Sitllalt bi« [<^n eingqa^ttt 
mioi gtgen eine befontere Einlage jurfltf , wdifie p^ leiqi auf 
SBüfe tote frfi^cr befHimnen lägt. 

Seifjitel. 
Sine SljS^iige Reifen »iCE fi^ von t^nm 84ttn £ebei 
an eine no^Ic^flfilge geitiente oon 1200 Wt cetfi^offen. Si 
f)at biefelbe QDti je^t an am Subc einee jeben 3a^ieS an bie 3 
anßalt )u entii(^ten, nenn bieft einen Gier))ti>jentigen 3ittS 
{Rechnung biingt? 

Äufföfung. 
©eßt man na* bem öeifpiefe ju §. 48. in obiger ©leii^n 
E„^ = Rg* = 4289,24 2ßf.; 
feiner nac^ SiabeDe II: 

«„^ = J)g^ ™ 0,7417077 
-£»m+i = -^sa = 5,4107157 
^™+M-i - -^'JIbs = 2,6202336, 

f» fofat 

0,7417077.4239,24 ,,„„„„«. 

»^" = M107157-2.62Q2336 " '''''' ^'^ 
anmertung. 311 bie fflente eine ODtfd&ttdige, (o mb 
iSIeld^ung (8) 

y«.5439,29 _ 0,7417077 . 5439.29 
^ Sf^—Sf^ ~ 0,7450279—3,3619413 " 



»"" ~ 2ii_ siB_. ~ «■:4'.fia7a_33fii8ii3 "'*■''■' ■"' 



b) Sßftbinbung^renten auf bafl fürjefle Sebtn 
1) ies\tUi brgfnncHle Dcrtilebitngsttiilt. 

g. 52. ^fgabe. 

3n>e1 ißerfontn, »on n>e[(!)tn bie eine m, bi 
bere n3al)re alt ifi, bejielfen eint nQtftfdjüf figt 
binbungdrtnte r auf tai färjefle Sebtni wie 
iji bet baare SBtrtlj "Rm,» btrfelben? 
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ffled^mmgSorten, meli^e fid(i auf bit ntenfi^Iid&e ®teitrii$Ieit grttitben. 119 

91uf(dfUng. 

^ttjmtn niii an, bnß gleiiftjtitlg P„ . P, apaaw einen fol(^en 
aSeitcag abfi^liefen unb l)etra<j}ttn n>ii ber Aüijr falber biefelben 
«la ei)ei)aare, bte mii^tiflen i|ierfonen al« 6(e aSänner, Me 
D (adrigen aW bit S"Uftt/ fo ftet&en im erpen 3af)« ton Pm 
3R(innetn (P„ — Pm+i) unb Bon Pa grauen (P« — Pn+i), alfo 
»on Pm . Pn 5jJaaren 

(Pm- PnH-i)Po snann« 
ünb Pm (Pi. — Pn+i) grauen, 

3m ©otiien ftetben baljet im erflen 3al^te 

(Pm - Pm+l) Pn + Pm (Pn - P»^.) 

*ßerfon«n, woburd) eben fo »lele @I)en aufgelflft »erben. 

5)a nun aber fowo^I »on bm (Pm — Pm+i)Pn SBitftoeii, 
al« a«(^ von ben P„ (P„ — Pn+i) 2BIttlüent 

(P„-Pm+.)(Pn-Pn+.), 

a(fo vo^ bm aufgeiÖjlen @|)en übcr[)au)>t noä} 

(Pm-Pm+l) (P„-P.+,) 

$aaie ilertien, fo ifl bie Slnio^E btr aufgelöjten @^en nui 
(P» - PpHi) P" -H P" (P» - Pn-.) - (Pm - Pm+i) (P.-P.+.) 

^ Pro . Pn Pm+l - Pn+l- 

%üt bie Slnjaf)! bei aai) bem eiflen 3a^ie mH} voil« 
^önbigen SPaate er(jä£t man fomit 

Pm ■ Pn (Pm ■ Pn Pm+l ■ Po+l) = Pm+I . Pn+>- 

(Sine ganj analoge @nlmicfclung fü^ct ju brm @d)Iufff, ba^ 
am (Snbe beS äWtiteii Sotfreö no(^ 

Pm+S ■ Pn+S, 

am (Snbe btfl b ritten 3«^«« noij) 

Pm+3 - Pn+3 U. f. VO. 

voUflilnbige $aaie am Seben |inb. 
. !tien am Snbe be« 

Iten, 2ten, 3ten .... 

^ai)xt& Ubenben »ollftinbigen paaren ^«t aber bit SlnftaU 
ber SRei^e naä) au0jUja^(en; 

Pm+l ■ Pn+l . r, Pm+a • Pn+S • T, Pm+» ■ Pn+B -T, • •■■ 

^n baaxt SBJttt^ biefer Suagabcn ifl fomit 

/ Pm+l ■ Pn+I _, Pm+i . Pn+a _, Pm+3 ■ Pn+3 . \ 

~ \ 1,0p "^ 1,0p» "•" l,Op» -r ■■■■ j 
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- r . l.Op" ()!.+, . P.+, + %^., .?.+, + ....) 
■ober Mjenn man bet ffötjt Italbet bie ©ummt 

JI.+I . P.+, + tl~+! . P.+. + JI.W . P.«+ . . . = i (K+l 

-^.l,Op-,i:(^P.^_,.P.„) 

^tt 9Jerft(^tTUng$anft(iII ergebt bagtgtn bit @um 

P. . P. . 'K.,. 

unb mnn erhält bemna(ij, roenn man bi(f( (Sinnaljme 
ausgaben (1) glfit^ffet, bit (Sleic^ung 

. P. . P. . «E„,. ~ r . 1,0p- . ^()).+, . P.+,) 
unb hieran« ben »erlangten S3aarTOertlf 



ober 1.K.J, = 



P,.P. 



äufäfe. 

1) %üt ben Sali, bei^ bie 9!erbinbung$rtnte praenui 
fäUig ift, ge^t bie ©leie^ung (3) über in 

2) au« (3) unb (4) folge uuraillelbar für r — 1 ; 

'^--^^■^ 

..,„ = v. + .-f=|--> 

3} Um brn ©Itiäjungen (3) unb (4) noi^ aiibtre," j 
t\\^tn älnmenbung jwecfmäpigrre Sorintn ju geben, ftim 

^Rm+l, n+l linb *'Rm+I,Q+l 

bit bmxtn S5Jet% ber iia(t)= unb vptfi^iifllgm aStrbinbu 
für biefflben *Pfrfonen, wenn büfe um (in 3at)r filtet 
bann ip 

"'Rm+Ln+l = K— p— - -^))ni+l • Pn+l) ) 
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^atjnungßaxtta, müäft {läi auf bic tn(n|(^Ii(^e ®ttibli(|teit gtitnben. 121 
ober 

^-R^+^^+i --= u % [-Jl» . P« + ^(Jl„ . P„)], . 
ebtx nai) (3) unb (4): 

**m+l,n+l = — r -t- -jj p— . Rni,n 

Ä P 

"'Bm+w. = - r + ^■*'" p" - "'ß^.^,. 
»vorau* folgt: 

^E„,„ = ^^^^' (^IWu+. + r). . . . (8). 

2)i(fe ®ldcf)«iiflfn fleWäfirfn b(ti 9Jottl)eil, baf man bm 
für ein gerotffeö Sllttr bere(fcmten baaxm SBtrtf) bei ber ©e> 
flimiRung bed baaren SBert^ed einer Sier&inbuiigdrentc für jtvei 
*Perfonen, »on m\^tn jtbe ein Sa^r jünger iji, »ieber "ooxt^tiU 
Ijnft Berroeitben fann, unb eignen jic^ baruin befonberö jur SBe* 
redjnung Don Zabtütn, inbem man tfierbei mit bem döc^pen 
Mtter beginnt. 

4) Sejle^en meljr ali iwei *ßerfonen eine aJerbinbungÄrente 
fß longe aI8 |le jufnmmen am Seben finb, fo geft^ieljt bie 
aSejiimraunfl be« baaren SSJerttje« berfelben ganj anolog wie für 
äwei *lJerfonen. 

©0 pnbet mrtn g. ffl. für 3 '^erfonen, welche ber Steige 
naü} m, n, q 3al)re jfl^Ien, ben ©aarrcecl^ ber aJertinbungfls 
rente 

^ßni,n.q = ir"p ^ (Jlm+l- Pn+l ■ Pq+l + jlm+a • Pn+a -Pq+S + . ■ -) 

^ JÄ — P^~P" ■ -2(l'»+i • Pn+1 • Pq+l) (ß) 

JPm.JTo.irq 

ntenn bie Stenle postnumerando auSbejafjlt n?irb; 
bogegen 

"''^ ••' - y^TJTp;^^''" ■ ^' ■ ^'' 

enn biefelbe praenumerando fäOig i^. 

antneiluna. Suf analoge fflJeife pnbtt man lew^t bie SHefultate 
ftti 4 unb me^ tpetfcaai. 



.(10) 
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122 Siener abfdmitt. 

5) 2lu« (9) unb (10) folgen unmittdbat für bit Äenkiu 
einl)(!t bie SBaamertlje: 

»o _ ^(»■ ^+i-P-+.-P.+i) fu^ 

e„,„„ j,„.p„.p^ — (11) 

6) Sejittttn bie brti oben niiflefü^rttn *P«foTitn eine na^> 
fc^üffige SRenle fo (ange, al* loenigften* noi^ jwei berfelben 
jufamintn leben, fo wirb für biefe dttntt bet ©nnnoe«^ 

'E„,»,, = rC-e^.^ + Vm., + ^e..q — 2 . "■?».-.<,) - . - (13), 
ober roenn man bie betreffenbcn SJert^e fubfiituirl: 

- ,.P„+o JiXjL+,.P,+0 , ^^±LlP?+0 

. Pn " ■*" J)m". Pq ~^ )»n ■ Pq 

_ 2.jsy».+,.p„^..p,^.)i 

j),„ . p„ . p, J ■ - ■ ■ t^*)- 

Denn bejeic^nen wir bie 3 5ßerfonen ber Steifje na^ butc^ 
A, B, C unb nef)men nun nn, ba^ iebe« ber 5ßiiare A unb B, 
B unb C, A unb C eine ^erbinbungSrmte mif baß für^efte 
Sebm bejie^e, fo wäre ber tBaantert^ biefer brei SJtrbinbungfc 
renten 

■^rC^,» 4- %,q + Vq)- 

2)« aber in biefem Solle, fo lange bie 3 ißetfonen jufamnien 
leben, jUBei Äenten ju Diel auabeäflfjlt würben, fo mug man, um 
bett verlangten S3aarroert^ ju trfiaEten, ben bo)})}elten baaren 
ÜBertb ber Sßerbinbunflärente ber 3 iPwfonen A, B unb C auf 
baS fürjefte Seben ober 2 r . ''Qa.v.q von obiger (Summe in 316? 
jUfl bringen. 

gut eine Borf(f)üffige SSetbinbungdrente folgt unter »ors 
(le^enber SJorauÖfeßunö : 

*'ß»,,n,q = rC-K, + "'e^.q + ^Vb,, - a.-'Wp.q) ■ ■ ■ (15) 
^ \2.\^. . P.) , ^(p. . Pq) , :s-(i)..p,) 

[ J™ . Pb '^ jpm . Pq " "^ |)' P, 

2^.(|t ..P„.P,) -) 

«eifpiete. 

1) 3»>ei ^erfonen A unb B, ton meli^en A 90, B 93 3o^i:t 
i(l, besiegen eint naf^f^llffige ajerbinbungertnte con 10000 W. t 
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31ei|nung^rt«t, mää^t fiä) auf bie mtiiFAIit^e Stnliliilifett ^nben. 123 

böB (ürjefie geben; wie groß ift bei baare aSett^ berfelten, Wenn 
4 projenttge 3t»f"t berei^net »erben? 

«ufräfung. 
SQ^rt man in cbige ©leii^ung (3) nac^ ZaUUt II bie be: 
tie'ffenben SSJert^e ein, fo folgt au« 

■B...„-^^.^(1.„.P..) 

10000 ,i, „ , h „ > 

- jj^:^**'»'^" + ♦'»••'^••> 

f.f.tl: 

'B».,«| - 0T 758M8 s C^'^^'ää.a + 0,1088918.1) 



anmertung. 

2) SDrei ^etfonen, weli^e atflenwatlifl 90, 87 unb 84 Sa1}tt 
alt ftnb, Wflnf4en eine mx^ft^fifflge SerbinbungSiente con 3000 W. 
auf baö türjepe Seben ju bejic^cn; »ie groß ifi bie ju mad^entie 
iaaxt Sinfage bei SeieE^nung eines Spiojentigcn ^inSfuged? 

Stufibfnng. 

9iac^ ©teid^ung (9) ift bet S8aat»ert^ 



■"80.87.8* — U T> 

|»8l)--rB7--'8* 

- «-^^*.. ■?„.?.. + t)„F.»P„ + »„.Pa. P., + 

"jl.r.p".P„ + )l,..P.,.P„) 

- .0,4195690°i2.ao "'-'""'^"°-'°-" + '''^''°''"''-'" + 
0,1919825 . 6 . 12 + 0,1242605 . 5 . 104-0,0603207 .4.8) 

= ,AA^»L ^ (57,70769+29,529472 + 13,82274 + 6,213025 
100,69656 

+ 1,930262) 

- '""Vl'^.lT" - 3«S,43 mi. 

100,69656 ' 

3) Iirei ^etfonen, toelt^e gegemoärttg 91, 88 unb 85 3at)re 
tit fittb, fii^ein ^ü) eine SSerblnbungSiente von 6000 W. in bei: 
SBJeife, baß biefelbe postnnmerando fo fange bqogen wirb, al8 
no(^ Wenig^end ju>et von i^nen leben; wie gro^ i^ bie baare @in= 
läge, wenn btr 3<i>^f>i& i" ^ "U berei^net wirb? 
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L »iert« ai6(*nitl. 

aiufUfung. 
9Ja^ ©leii^iing (18) i|l 



- 




+ 
^1- 






-1^: 


i-p 




>., p«p„ 












9iun t|) okt 












"ftl 


_ ^»l.,-P..) 
+ JI...P..) 


- 


1 


n*' 


.p..+ii„ 


,p, 



+ 0,0240900.4) 

- 1409000 (0,8671844 + 0,4690026 + 0,2505. 

0,0963600) 
1,6880325 

- MÖ9093- ~ '■""•"■ • 

+ «i..-p.,) 

- 071 409098.17 (<'.'<'«!'918. 14 + 0,0781671 . 1: 

0,0501071 . 10 + 0,0240900 . 8) 

- 1:391458-1 <'■"'"*' + "■"^'^"^ + «■'»' 

0,1927200) 
' 8,149281 4 __ 

- 2:5954681 - '■='"''■ 

+ )>.. 'Pm + II» . P.r+1.< . P.i + (I,. . P..) 

- 0,3170075. 1-7 («.^^SIO.U + 0,1758548.11 

+ 0,1409093. 10 + 0,1083918 . 8 H- 0,0781 
+ 0.0501071.5 + 0,0240900.4) 

- MSJms (3.«»92«« + 2.1102576 + 1,4090S 

0,8661344 + 0,4690026 + 0,2505365 + I 
_ 86,153097 _ , „.„, 
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Ke^muigeaiteit, toel^e (1^ auf bic menf(!OH<$c ®ttt&Iii$[eit giSnben.- 125 

0,0501071 .5.10 + 0,0240900.4.8) 

= — _■ - (l2,13988ie + 5,62803l2 + 2,5053550 + 

20f9545ol 

0,7708800) 

_2.21,0441478 _ 42,0882956 ^ 

~ 23,954581 ~ 23,954581 " ' ' 
fofgli^ loirb ber 33aat«>eTt() 

%i888ii = 6000(1,194407 + 1,31469 + 1,59864 — 1,757) 
=- 60ÖO. 2,350737 = 14104,422 fDit. 



2) JUtfgtF^obciic tnhlnknigsttRtt. 

g. 53. m^abe. 

3roei 5lJ(rfon(n, ton w>el(^en He etntm, bit an* 
tjetf n 3n^rf alt i|i, Ijabtn eine nadj a Safjren if 
ginnenbe nacfefc^Üffige, alfo na^ (a+1) 3af)ren jum 
ctfitn SHüIe fAllige (um aSa^re aufgefc^obene) SBetJ- 
(>inbu ng diente rfß 1(1 iigeju t>ejit^en, a\i btibt nocb 
am itbtn finbj rcie gtof Iji ber 6«(itt SSJertf) |;Rm,a 
fciefer 9tentt? 

^uflöfung. 

Ätijmeii wir an, bo$ ftif) jii flieid)« 3(it P« . Po ^aatt bc 
t&filjgrn, fc leben von biefen na<^ g. 52 am @nbt tti 
(a+l)ttn, (a+2)len, (a+3)ten, .... 

Sa^refl nod) 

Pin+s-(.l."n+»+l, Pm+s-f* ■ ""+»+■'' Pqi+a+J* °n+»+3 ■■■■ 

voQfiänbtge $(iare unb bit Stenlenanftatt E)at fomit eint baait 
Sluggabe 

/Fni +a+l ■ Pn+H -' i Pni+a +g • P "+a+' i Pm+a-H-Pi+M-S _i_ \ 

[ i,op'+' "^ i;op»+2 ""^ "^ 1,0?»+" -f----| 

— » 1 fln m / °'"+'+ ' p _i_ Pm-Hi+ 3 p _i_ 1 

= T.l,Op |--gp5^^.P„+.+i + ^-^_-^^^.F„+^s + ■■■■] 

- r.l,Op"()l.+^,.P„+.+, + p^^,.P„+^, + ) 

- r. l,Qp-" . ^(JI„4.+,.P„+^,) (1) 
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126 »icrtn a&f^nitt. 

Sie haaxt Sinna^me In Slnftalt iß bageetn 

- P. . P. . a!.,. (2) 

unb man ti^ält ba^K buTC^ ®Iti(^Jtt(unfl btr Siudbmdi (1) unb 
(2) fä[ ben »tiiangttn Saamtrt^ 

.»er ■yi^.^'.lM^^!±^0 (3) 

1) SBirb bit dtentt jum erflen Walt am @nbt von a Sa^rtn 
auSbeja^U, mirb bieftlbt a[fo a(4 tjnt um » Sa^K tuifgt« 
[(^obme oorfi^fiffifle SRmte nneefe^m, fo roitb ber bau« SBm^ 

rK.,. - "•^^S^pf"*'' W 

2) g4i; r — 1 fuljt au« (3) unb (4): 

V. - -'*!|^'*^* (*' 

_ SJeJVp.!) ,6, 

3) StradH^tigt man, baf nac^ S- &2 (3) unb (4) 

unb ^-■r(ik+A-__!y±J ^ "R(m+.), tn+,), 

fo lafffn ft(^ Dbfge ©le^ungen (3) unb (4) auä} nuf folgtnbe 
^tife bat^tHen: 

- . "Bcm-i-»), (n+ii) (7) 

.Km.ii = -M "p^"' %m+«,(n+«) Wi 

»eifpiel. 

Sine 83= unb eine SOji^irifle $(rfon filtern fii^ eine «ad» 
63a^ren jum erflen SKale ]U bejie^enbe ^eibinbungäiente von 500 S) 
beten ©enug alsbana fo lange bauert, als noä) beibc am Sei 
ßnb. Wie eiog ifi ber iaaxt Wtttif biefer diente Ui Stnfag i p. 
jenltger 3'"!^"^ 
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tRei^nungSarten, mlt^e (i* auf bU WKv^äiÜ^ ©tet6Ii0(eit gtttnlini. 127 

Muflöfnnfl. 

9fa(^ ©leit^ima (3) "J'rb, »tnii man bie iRente ata eine nat^' 
f^ätftge bettfli^tet, alfo a = 5 fe^t, bet Saatmeit^ 



_»0" " 



^'^*"'(»>s».PsB+JI«o-P8,4-»>„.P6e+J'«-Pe»+*)9s-P«+ 



= „„/,^'!'i „^ (0,2438519.14 + 0,1758548.12 + 
0,925651.37^ 

0,1409098.10 4- 0,1083918.8 + 0,0781671.6 -|- 
0,0501071.5 -I- 0,0241^900.4) 

= . !'^?L- (M139266 + 2,1102576 + 1,4090930 -|- 

34,249087^ 

0,8671344 + 0,469026 + 0,2505355 + 0,0963600) 

- 5??»_ Wy52«Z _ 1257,88 m. 
34,249087 

anmetlunfl, 3" bemfeftm «{e(ultate gdotiflt man, »eim man 
ül(4) ft ^ 6 ftfet. 

3) ttvifcxSxt ))ntr{iikiinsn:tit(. 

g. 54. ^fflo&e. 
@jne mf unb eine niifiTjge '4^etfoit iiabtn eine 
nai^fc^üffiflt Serbintiung6t(nte r nur t 3«^te lang 
ju bejie^en, im gaKe fie fo lange jufammen leben; 
reit grof ip bet bnore 9Öctt^ ci)Rm,n betfel6en? 

»uflpfung. 
2)et baare SQJertl) ift offenbar gteici) 6er 3)iffecenj be« ftfloren 
SBftÜjeö einer nat^ft^üftlgen Sßetbinbungflrente meniger bem baaten 
Sßeil^e einer um t SiiJjre oufgefcljobenen, postnumerando ffiHigen 
ajerbinbungitcnte auf ba« fütjefle 8eben. Ttan tjal bafjer nat^ 
S. 52 unb S- ^3 

0,Rm.n = r(V.. - -.ep...) (1) 

ober, wenn man bie beiceffenben Sffiettt)e einfülfil: 

ii-,B^.n = p;^J^(J).+,P.„+i)-^Uh. .Pü+.+,)]-(2)- 

3ufHe- 

1) ©oK bie 0lente vorftfju-ßweife bejogen werben, fo 
^dt man ju fetten: 
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128 SSitrter «Bftiitritt. 

ob« 

.t/R»,. = ^J^iP'^ ■ P") - -:?(J)^+t.P«+.) 
2) gflt r = 1 luitb 

(l)ein,n = "ßni.n — Vf"." • ■ ■ 

»eifptel. 

@ine 88 : unb eine 85 jährige ^erfon ^btn toäl 
eine no^ff^üfPge SBettinbungStente tion 8000 awt. ji 
groß ifl beten baaver 3Bert^ 6ei iSere^nuug einef 
äinfifuge«? 

auftöfung. 

9Iflc^ ®Ieii^img (2) ^t man 

1*88 ■ ^85 

8000 /i. *. i. 

- j^n^.*»'^" + *•"■''•' + *•'■ 

0,1409093.10) 



4) ;!lufBt(d)i)licnr Imiiariirr VtrltiNtNng»[(nl(. 

§. 55. Slufgolie. 
©ine ms unb eine njäfiriße 5PerfoH 
not^fc^üffigf, um a 3«I)te aufgefdjob« 
bungötenfe t 3fl^re (ang gu bejie^en (iff 
nod) (im Sebfn finb); roie fltof ifi ber b 
.,(t)Rm,n tiefer «ufflf fc^obtnen tennjorär 
bungStente? 

aufisruna- 

5)fr baare SBertf) ift offenbar flleie^ ber Diffe 
SBerl^eö einer um a 3a^re, weniger bem einer um 
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aiec^nungSarten, n)el(t)e f* "uf bie menfcftUc^ Stetblii^kit grünten. l2y 

aufgrfi^obenm mn^ft^iifftstn 3)fil>inbunf|dT(nte auf bai fArjeße 
Sebtii. 

9Jifln ^nt bflljtt 

.,,.,E„,. - r(V» - .>.,.) (1) 

Ober iBfnn man Sie bclrffftnBen aßertljE «ufl S- 53 (5) einfftl)tl: 

«.(t)Ein,ti ^ a~ "p [-^Wni+t+l ■ Pn-HH-l) — 

-S(J)„H*fH-i-P-H^.)J (2>. 

3ufse(- 

1) SB(trad)ttt man bie JUcnte eil« tiiH Botfdjilfftge, toitb bteftibt 
alfo nt(^t er|i nai^ (a+1), fonbtrn fd)on nadj a 3cif)Kn jum 
etfim 3Sale bfjogen, fo roirb 

.,(t,'E„* = r(-ß„,„ - ^^V") (3) 

obtt 

..m'Rn..n = p~^J^(j!>„+«.P,H-)-^(i)„H-Ft.Pn^^t)]...(4). 

2) Söt r = 1 gttjen (1) unb (3) übet in 

a,{l)em,ti = l^m,n — ^lem.n (5) 

»nb a,(.)'en.,i. = S'en>,n ~ a+Vpm.n (6). 

©eifpiel. 

@ine 80= unb eine TTjä^iige $er[on ^aben nac^ 8 3a^ren 
eine na(^fi^ttffi3e äJerbinbungetente uon 4000 Wt. auf 3 da^» ju 
bejie^en; tote grog ijl beren baaier ^ert^ bei 4pT0}entigei ßinfen^ 
b«ie<^nung? 

»uflüfuns- 

9)a{^ ®lei(^ung (2) ^at man 

.^ """ „ (0,2438519.14 + 0,1758548.12 + 

1,6052315.55'- ' ' 

0,1409093.10) 

_ 4000 (3 4135255 ^ 2,1102676 + 1,- 

88,2877325'- ' 
_ 4000 .6,9332 7J2 _ 
88,2877325 
SDtl. aUginitiiK niiibuclil. ll. 1. Hiifl. 
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c) StTdinbungötcntcn auf ba& längft 
1) SugltU] beglnninkr tttibhitnngsnalt. 

§. 56. Aufgabe. 

Srod ?lJetfonen A unti B, »on ntld) 

m, btt iiveite D ^aittt j&^lt, ^abtn eine n 

SSerbtnbungdccnter auf b od läng fit Stben 

wie groß ifl btt baare aSert^ 'R„,b betfd 

auflöfung. 
3n biefcm gaOt toitb bie 9tentc fo lange ai 
Oberhaupt no<ij tm Ux bdben ^ßtrfonen lebt, 
bamm an, t6 bejielje jebt ber bdben J^ttfonen 
fo roärbt bitfe von ber ®anE fo lange boppel 
al0 beibe jufammtn leben. Um ba^er ben 
bti 3ierbinbungdrente ju finbtn, ()aben mix von b( 
bflaren aSetttje einet lebenslänglichen Seibrentt r f 
rige unb einer folt^en für eine njäljtige $erfon, 
Sßett^ einer Serbinbungdrente r auf ba6 fürjeftt I 
m< unb eine njät^rige $etfon ju fublra^iren. Uta 
$. 52 wirb fomit , 

'K„,. = r{e„ + e. - V.) ■ 

obet wenn man bie betreffenben aBett^e einföljtt: 

^" ~ L J»n. *>n " tl^.PT 

aufäße. 

1) %üx eine praenumerando ja^lbare SSetbinb 
bafi längte Seben folgt: 

'ß„.„ =. rCßm -h 'pn — "V") 

ober 

2) gut r — 1 je^en (1) unb (3) uttt in: 

'?m,n = Pm + ?. — ^ß™,n • ■ 

"C. — 'f» + 'f. — "8».. ■ 

3) Um diien auflbniif für ben baartn Sffie« 
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^ti^nnngSatten, rotiUft p^ auf bte wenldjfufie ©tetSIid^feit griinben. 151 

aSetbinbungötente r auf bnfl (öngftf itbm für tine rm, eine ny 
unb eine qjäl)nge $eifon ju entroicfeln, behicffif^tige man, bdß 
bie Summe nu«: 

1) btm bauten äBett^e "■Bm.n.q ber 3Jerbinbung«tente r auf 
ba« fütjffie Seben ber btei ^ßerfonen, 

2) bem baaren SBäerttje *Bm,n,q ber ®etb()ibunfl«r*nte r, roelt^e 
fo (ange bejoflen wirb, ali nocf) jmei ber 5perfonen ju* 
fammen leben, 

3) bem baaren ffiertlje 'Rni,n,q ber aSerbinbungfltente r auf 
boS längfie Seben bet brci ißerfonen 

fbenfo gtof, ol« bfe Summe ber ©aaripertlfe Em + Bo + Kq 
einer [ebenfllanglii^en Seibrente r für eine mi, für eine ns unb 
^r eine qjäI)Tige *ßerfon fein mu^. 
SRan erhält I)ierna(^ bie ®Id(^ung 

^Rni,D,q + "Em.n.q + 'ßm.o.q = Km + Bn -j- Rq 

unb baraud 

'B„,«,q = B„ -l- E„ + Rq - ''K„,„,, — *B„,„,q . . . (7). 
ober nad) §. 52 (13): 

'Bm,n.q = r(e„+e„ + eq-V"-Vq-Vq+Vn,q).-(8) 

ober m^: 

^■" L f,. ^ h ^ w , ».-p. 
^(j)^,.p,„) ■s (»..^:.p.^,) -s-(y„H...p.;.j._^,) ] 
^^'."Tr 1. . p, + "^..pr.p, J'^*- 

^iib bie 3!eibinbungSrente praenumerando berect)net, fo ifl 
ber SBaariBcttft 

':En..n.q = 'B„,n,q + r 
= K'e™ + 'e- + 'Qq — *'em.„ — '"Pn..q — '"eo.q+ '"em,n,q)...(10) 

r^„ :% ^-»q ^(»..Pn) -S-(». . Pq) 

" IT^ -^ In + W ~ ^^^^^ J^T^PT 

"|ir."p^" + !»„ . p„ . Pq J ^^*^- 

%amtrlnna. ^n ä^nliijci: SBeife täfit M '>ieFe »(Haftung 
auf 4 unb lUE^r $eiiontn auäbe^nin. 

SBeifpiele. 

1) äwei ^erfonen A unb B, »on »et^nt A 87, B 90 3a^re 
olt ifl, ^aben eine nae^f^üfrifle SerbinbunßSrente auf ba« (ängfi* 
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Stbtn ju bejie^en; toje grog ifl bei baare SQeit^ 
Sei 4pti>jenHg« S^n^taiitttifnm^f 

«uflSfung. 
5Ka[^ ®lei*ung (5) ev^ätt man: 

1,1383795 0,4016653 1 



.~ 0,3956254 ^ 0,1758548 0,3956254.1 

0,2438519.4 + 0,1758548,3 + Q,U 
0,1083918.1) 
1,1383795 0, 4016653 _ 3, 4782199 

'^ 0,3956254 "^ Ö'l758548 2,3737524 

= 2,8774 + 2,2840 — 1,4652 = 3,6962 ' 
2) 2)rei ^«(onen, »El(^e 91, 88 uiib 85 Da 
fiii) eine na^fc^üffige Ser&tnbungSirente con 30 
[ängfte Se6en; wie groß ip ber baare 3Bert(i ber 
3in8fu6e 4Vo ju ®runbe gelegt »erben? 

äuflöfnng. 
9ta(^ ©lei^ung (8) ^at man: 

'R»l,88,85 = 3000 («Bl +^8 + ^85 " "pSI.SS " N 

5Kun ifl abei; 

_ .S^2_ ^ 0,2607560 
^" ~ Jlei 0,1409093 ™ ' ' 
^89_ ^ 0,8213720 _ „ ,, 
0,3170075 ~ ' ■ 

2 ,0140302 _ „ „. 

JJss 0,6062034 ~ ' ' 

iinb na^ bem ©eifpieU 3 ju §. 52: 

*''' — ' 3H69 



■=s 



4^8.-P80)_ , 
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liuimgSavfeii, irdrfje fii^ auf bie nieiif^liifft Sleitlitfiteit gtiinbeii. ] 33 

^91.88,86 - j^^:p;;.p;p — 2~ "'^^^^' 

) iDHb ber Saartoett^ 

j g^ = 3000(1,85051 + 2,59102 +3,32236 — 1,194407 — 

l,ai469 — 1,59864 + 0,8785) 
)00. 4,53499 ^ 13604,97 3^1. 

!) Äufgeliftolitai OttbiniiiiigstdiK. 

8- 57. aufgttfte. 
lint m= unb eint niäfjrigf 'JJetfon Ijaben eine 
i 3atjrt (lufgef^obtne nncfeft^üffige 93al)in* 
Örcnte r fluf taS längfte Seben ju bejie^tn*)} 
irof ip tet bflare aßett^ ^Rm.n? 

3tufl6fung. 
Sftst man in ber ®lei(i)wng (1) befl $. 54 flatt b« 95aats 
: Bon fogteitt) beginnmben niK^fc^öffigen ?ei6centen, bie 
1 2Berll}e bei um a 3a^ce aufgeft^obmen nad)r(^iirrtgtn 
t, fü folgt uninitlcl&ar: 
= r(^„ + .e„- *e„,„) (1) 

3ufa^ 
;flt eine aufgeft^obene Dotfe^üffige Scifttente, bertn S8e* 
[fo junt rr|)en ^alt am @nbe brS atfti ^aijxti ^atU 
folgt: 

= r(.'e. + Je- -SV") (3) 



=a r 



8tift>iel. 



^t-^] »• 



iine 84= unb eine 81 jjä^rige ^etfon ^aben eine um 4 Oa^te 
^o6ene na^f^ßffige aJevbinbungärente ton 5000 9Mf. auf bnä 



Set «eäug bet Seibtenle pnbet alfo jum eifleii iWate am ijnbe tri 
ten Sa^ieS fiatt. 
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lättQfle Seben ju bejit^tn; toie giog i|l ber baace Sert^ berft(6en 
bti 4 tJrojentiQet ^iiftn^^t^nuxs ? 

SuflSfung. 
9tat^ cbiget ®tei(^uiig (2) »itb 

97un ifl dbtT 

^J)g8 0,8218720 „ , 

^'" ^ Sf = ö;7^^7"ö-77 = '''''''' 

r, = -^ = 2^0140802 

+ JJb^.Ps» + J)m.pJo'+ 1)«-P3t + J)95-P9.) 

^ Ö; 7417077.32 ^^'^^^^"^-^^ + 0,1758548.12 + 

0,1409093.10 4- 0,1088918.8 + 0,0781671.6 + 
0,0501071.5 + 0,0240900.4) 

=. ^^ (8,4139266 + 2,1102576 + 1,4090980 -f 

'o,8671344 + 0,4690026 + 0,2505355 + 0,0968600) 
_ 8,616309 7 ^ 
23,7346464 
Man ^at ba^ei 
^EgiBi = 5000(1,107409 + 1,508701 ■ 

= 5000.2,258084 = 11265,42 Sffit. 

3) JUI ktm S«k( tci rfnni ^11(011 bcgintuBtc tCdbuMit. 

g. 58. aufftobe. 
@ine m« unb eine njA^rige ^erfoit fdfließen mit 
einer Äcntenanfialt einen ffiettrag in ber SBeife, 
ba$ eine 9ten(e r »on ber [Änget tebenben ^ßetfon 
lebenSlönflli^ vom @nbe be8 lobeSja^rtfl ber an» 
beren 5Petfon an belogen Jbirb. aSie gro^ ifl ber 
baare SBert^ +R„,a tiefet SRenie? 

SJuflöfung. 
9t(I)nien wir an, ba{i 6eibe ^erfonen bie SJeibinbungdiettt 



D,g,t7„lb,.GOOglC 



iftti^nungSaittn, mtdit fi* auf bie menfißlii^e <Stei:bti^!eit grünten. 135 

r mf bad länoßt ithtn bt^it^tn, fo ifi nac^ $. 56 Itx 
baatt ffitrt^ tiefet aJtrbiiibungSrentt au^fiebtöcft butt^ r . 'ß„,n. 
aSerfelbe njäre «bet um ben baaxtn 9ßttt^ bet SBetbinbuiiflÄrente r 
beiber ^perfonen «uf bn« IflrjePe Seben gramer nW ber ju 
fu(^mbe 33aaTroettt). Sringl man batier foli^cn roiebtr in SIbjug, 
fo bleibt för ben »erlangten ©aanoertf) 

fß.,» = T{>Q^, - V=) ■ <1) 

Ober nac^ S- 56 (5): . 

^E„,„ = r(^„ + «n — 2.V0 ■ ■ - . (2) 
ober roenn man bie betreffenben Sßertlie einffif)«: 

giir r =. 1 ert)ait man: 

Vn..n = V»." - V™..> (5) 

= em+ ?o — 2.*^(l„,n ..... (6). 

anmetlung. ÜHaii atttatugt fldj tei^t, tag *fiii,ii •=-"ein,ii. 

«eifijiel. 

Sßon jtoet ferfonen, »et^e flegenloättig 88 unb 85 3a^« olt 
(inb, ^t btc eine übn bem @nbe Beä StDbeBJü^ttfl bet anbeten an 
tebenälängliil) eine Siente con 1000 ^f. ju begießen; uie groß i|t 
ber baate Üßcrt^ biefet JWentc, wenn bei ber Setec^nung i projenttge 
3infen in Slnf^Iag gebtat^t toeiben? 

SluflÖfung. 
9ta<^ ©Uic^ung (2) uirb bei Saattsett^ 

%ssö — 1000 (pag + e„ — 2^Q^^^). 
ober mdi bem jtDCiten Seif^iele ju §. 56: 

tEgagj =. 1000(2,59102 + 3,82236 — 8,19728) 
= 1000.2,7161 = 2716,1 Wtt. 

%. 59. aufgäbe. 

@ine ms unb eine n{&^rige ^eifon fc^liefien mit 

tiner Dlentenanßah einen Ißertrag in ber Seife, 

ba$ eine Mente r »on bet länget lebtnben Sßetfon 

lebenölÄnglii^ von bem @nbe beö Sobeejaljtefl ber 
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136 9Jimer Slt|d)uitt. 

anCcctn an btjogeti xoixXi. ^te Qxo^ j|) 
eineö jeben3(i§tefl ju miK^tnbe ffiintufli 
bUfe fo lange erfolgt, alS btitt !p 
fammen leben? 

aufföfnng. 

3)er feanre SBertf) aßet bifl jum Sobe ber j 
^JJeifon begat^lten Einlagen if) berfelbe, «ie ber ^ 
nai^fdfÄffigen 9JerbinbiingSrentf, ioef(l)e jäl 
trägt, auf b(i« fflrjejie ?tbtn, ober = '■ßVu ■ "'S 

9iac^ §. 58. iR ferner ber Saamert^ bct ju I 
rente r burdj tlCn bargePetlt unb ninn rrftäl 
®(ti($ung 

unb IjierdU« «'„,„ = ^fe 

ober (iu(^ nat^ §. 58 (2) 

\ V™.n / 

ober wenn man bie bctreffenben SJerlfte einführt 

_1_L I ^"V^'lJn..^". 

Sufafe. 

1) (Brfolgen bie (Siningen gu Mnfanfl cinei 
fo erhält man für bie (Ä^rlid)e Einlage 

t-R'„„ = r(e™±-P5_2) 

\ "Vm-O / 

ober nat^ ber in ber Sluflöfung ju §. 58 gemat 



3) gut r = 1 etljait man ^ierauö: 
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y„„=eEl±_e^_2 (6) 

ty„,„«%+^-2 (7) 



Seifpiel. 
SJon jirei ^exfoiKti, welc&e geflenroärtig 88 unb 85 3a^re att 
fmb, ^at bie eine naä) ttm %oH tev anbercn eine Icbcnelängtic^e 
Mente »cn 4000 SO«, jii bejietien. Sie groß ip Cic am Snbe eine« 
jeben 3at(vea bis na^ er[oIgtein Stbleben ein« biejer *lJeifoneii ju 
mai^enbe ©nfoge, wenn ber 3i"3fu6 ju 4"/« betec^net wirb? 

aufIBfunfl. 
^ai^ ofetgec ©leii^ung (2) wirb 
m'e« ,., = 4000 r 



[ gsa + g 



Dbet ba nai^ bem gtveiten iSeif)>iele ju §. 56 
. ßgg ♦!?» = 2,59102 

Ml 

Q^^ = *2* = 3,32236 

.,„,, _ if«-^«i - 1,59861, 
fo loirb bie Siuloge 



= 4000 



Z, 59 102 + 3,32236 



1,59864 J 

1,59864 j 

=. 4000.1,699007 = 6796,028 äWf. 
Snmttliing. Sitb bie Sinlage praenumerando gdeifiet, fo et- 
^ält man nacfe (4) 

= 4000.1,0452 = 4180,8 2111. 

d) UcberlebungStenten. 

1) jnit km Sabe ttginiKnlie itnit. 

%. 60. aufgäbe. 
(Sin mtä^iigtr (£i)fmann lutH von bem @nbt ftintfl 



...Google 



138 a?i"tct a6f*nitt. 

JobcSia^teÖ «n feinet njäftrigen grau I( 
eint Äentt r (SBittroeiHjenfion) ffdjetn. : 
bit ju machende baaxt SinUge Rm*.ii? 

äuflöfunfl. 

2>ei verlangte Saartveil^ ifi offenbar gleii 
fSinÜjt einer son jegt beginmnticn Leibrente r 
i^erfon (S- 48) meniflcr bcm bciaren SSäett^e eine 
rente r auf ba* lörjefie Seben für eine m* unb 
Sßerfon (S- 52) in gleit^er iffielfe bejoflen. 

9)?an bat babet 

S)a nun 

'Gu - ?n + 1, 

fo ip 'e„ ~ "v™,» = ßn -- "e-." 

unb man fann beinnin^ in ©leic^ung (1) ftatt be 
aüü) Botfi^flfRge {Renten in iRecf)nung bringen, 
ben in gtage pe^enben fflnatiöett^ jn ftnbern. 

gü^tt man in Oleic^ung (1) bie betrtffenb 
fo get)t biefelbe über in: 

" L JJn ^m.P- J 

^'IW »"-P" J 

3«ffl&- 

gut r = 1 folgt auö ©leirfjwng (1) 

erntn = e» — 'ecn 

«eifiJtele. 
Sin 88jä^itgei (Seemann fiebert fein« SÖjä^i 
ajittioenpenfion ton iSijxliä) 1000 2K(.; wie ßxog i 
julegenbe Summe jur graetbung biefei ^enfloit, w< 
äinfen berechnet »erben? 

äluflüfnng. 
3ia^ ©(eid&ung (l) wirb 
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älun i|l aber nac^ bem jlveiten ^eifpiele gu §. '. 
- — It:^!» — «^ = 1,59864, 



alfo 



. 3,32236 



VflS ■ ^86 

, = 1000(3,32236 — 1,59864) 
= 1000.1,72872 = 1728,72 "iSit. 



§. 61. aufflofic. 

@int mjä^rige ^ttfon tviU von bcm @nbt iEireö 

a;obe«ja^re« on (intr n(Äf)t(gen eine Seibttnte r 

filtern. Sit fltofi iji b(( am @nbe eine« jebe« 

3a()itd an bit Sfnßalt ju madienbc @inUgc R'm+,u? 

aiuflSfung. 
!l)w bnate S!B,ert^ aUet bifl jura Zotit btr jucr(l fieibenbm 
^erfon 6ejal)(ten (Einlagen ifi btTfel&t, ald bei SSaanveut^ ein» 
nadjfdjüffigen aJcrbinbungarentt, meld)e idt)tli(^ HVf.n beltigt, 
fluf taS fütjefte Seben, 2)iefe ift aber 

R'™.,..Vn (1) 

SRa* §. 60 ip ferner ber baare SBert^ ber ju bejie^enbm 
UeberUbungSrente auflgebröcH bur(^ 

Rmt.» (2) 

unb man erhält ba^er burd) @Ieii^fc^ung btr SIuöbiMe (1) unb 
(2) bit (Sleic^ung 

unb I)ierau3 füt btn verlangten SSaartvett^ : 

R'»^„ = ^ '■ - (3) 



ober na* §. 60 (1): 



■ (4) 






^+,) 






(5) 



.(«)■ 



■ Google 



1) gut bell %aU, bn^ bie Sinfuflcn praei 
fi^elKii f)fl6en, folgt 




'[}i..^(t)..p.) 

t r = 1 gtficn bie ©teidjungcn (4 






= g° 



— 1 



Seifijiel. 

Sin SSia^riger Ehemann fH^ett feiner 85 j 
feinem ÜEobe an eine Oa^KStente vm 1500 SRf. 
fe(6e am @nbe eineä ieben 3a^re« 6i9 ba()in in 
einiutegen, wenn tiefe iprcjeittiac 3'"f^" htxtUft 

aiüftBfung. 
9ta($ oHg« Oleidjung (4) ift bie jä^tlic^e 

R' * „ = 1500 |r^55 1 

ob« ba 



"*>.s-n. 



\l,59864 
: 1500.1,07824 = 
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2) Ji.afgefä)ii\icat UebtrltNDtisfKnlt. 

§. 62. «ufflofic. 

Sin mjäfirigtt U^emann fii^ert feine njä^rigcn 

grau eine ipenfion in ber Sffieife, bap beren Bejug 

ba« erfle 2RaI a 3fl^re naij feinein Xotst erfolgt. 

SBie gro^ i(i ber bflnre SBcrt^ .Rm+,n biefet aufge* 

f^obenen Ueberiebungfltente? 

SInflSfung. 
Keimen wir an, ha$ gleidjjcitig Pm ■ Pn @f)ep(i(ire einen 
fotit)en Vertrag abfc^Iie^en, fo gerben im erRen 3a^re Bon 
P™ aRönnern (Pm — Pm+i), nlfo «on P„ . Pn ajlännetn 

(Pn,-P»+,)P.. 

(Sbenfo grof mfire natürlidj aud) bie Slnjnljt ber SEiftwen 
naä) bein etpen 3a^re, wenn nii^t mit^ grauen geßorben njflrcn. 
35a nun aber »on Pn grauen nad) einem Saljre mir nod) Pn+i 
leben, fo i|t bie 9JnjaI)[ tcr na(^ bcm crpen Sa^re lebenben 
SBitlrom 

= (P.-P.H.,)Pn+.. 

aSon biefen leben aber a 3al)re fpäter nur mä) 

(P,.-P.+l)Pn+^I 

aßitlwtn, welcfje alfo bie etfie 3tente bejieljen. 

@in 3a^r \f)ätn gelangen aber aui) bie buri^ iai SIbjlecben 
ber ÜRÄnner im jweiten 3a^re ju SBiltmen geworbenen grauen, 
beren eS am (^nbe befl ^votittn 3fi^«3 

(Pm+l — Pn.-i-2)Pn+I, 

a(fo mH) a 3no«n 

(Pm+l Pm+j) Po+i^-I 

finb, in ben ©ejug ber 3tente, unb 6a ton ben 

(p.-p,.+,)p.+.+, 

aSittmen, wel(f)e bie SRcnte jum etfien SRale bejogen ^aben, ein 
3a^r fpätet nur noi^ 

(P™-P.+,)Pn+.+. 

am Seben flnb, fo tjat bie ffiant nai^ (a+2) Surren, loon jept 
gerec[)net, an 

(Pffl — Pm-l-l) P|j4«+J + (Pm+l Pin+ä) Pn+ii+S 

= (Pn. Pm+ä) Pn+>4-3 

tmen *J]en|lonen au8jUjaI)len. 
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142 Siettet a6[c6nitt. 

©anj onnfofl fiiibft man, baf am (lnb( b( 
(a + 3)t(n, (a+^ 

(P™ - ?„+..) p„+.+., (P™ - P.+4) r 

aBittwm I(6cn. 

2>tr baute SBmlj bft auftgafien t« 9l(nte 

_ r(P .-p..n)P.t.t . I (P., -p.+. )P. 

I IjOp-*' "^ l,Op'+' 

= r[p„f?"±«i 4. |Vl+> , |V«i + 
L ll.Opt' ^ l,Op'+' ^ l.Op-*' ^ 

[ PpH-l•P|H^l^+l 1 Pm+t-Pn+r^-a _, Pm+B 

\ I,Op>« "^ l,Op'+" "^ l,( 
r.i.up [J^.|i „p,„.^, + j_Op.+.+' + 1,0, 

"J Pm+l-Pn+ a+l , Pm+a-Pn+.+i Pm-t^ 

\ l,Up"H^» ^ l,Öp"+»H-l "•" 1,0] 

= r.l,0p«[P.(().4^, + ().+,+, + J|,,+^ 

(Pm+1 ■ Vo-Hi+1 + Pni+i - jJn-H+S + Pni+3 ■ 

= r.l,Op"[P„ ^t)„+^i - J:-(Po,+i.J)n4*+0] 
23ie ßinnaljme ber Sünpalt i(t bngtfltn 
= P. . Pn . .R.t,= . . - 
und man erhält beranat^ auß (1) unb (2) bie 1 
P. . P- . .E™t.ü — r.l,Op-[P„ ^„^+1 — 2 
unb [)itiau& bm veilanstm SaaiiDerl^ 

.K..,.-^-i^[P.^.-H4,-: 
ober 

©t^rti&t man bafüt 

" "*■" Tri i>"4. " »)^-f» 

ob« nad) «. 48. (5) unb §. 52 (5) 

fo ngibt jii^ buti^ 3ietgleid)ung bitftd SBtrt^ed t 
(1) be6 J. 60, baß man flatt obifler ©Uic^ung (3) 



»Bm + .n ^ -jj — .Km*, 
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b. f). ber Saatwert^ wirb fltfunben, wenn man beti 

JDuotientrn %^ mit bem ©anrnserl^e ber lieber« 

rebungörente, luetc^e eine mjä^rige 5|Jerfi)n einer 
{n-l-R)ia^rigen fidjtrt, multipücirt. 

3«fä&e. 

1) gflt r = 1 folgt mi (4) unb (5): 

Rpm + .n = ^^(?n4* — "(»(»-Hi),") (6) 

= ^■en,t,(n+.) (7) 

2) @olI bie tßerfii^erung burd) eine praeDumerando ^aifU 
bare *prflmie erroorben werben unb i(l biefe fo lange ju ent* 
tidtten, alfl beibe ißerfonen jufommen leben, fo ftnbet man 

bafür 

.R«..„=-^ (8) 



SSeifptel. 

©in 85jii^tigw (Seemann fwfiett feinet TSjo^rigen grau eine 
^enfion oon 2000 Ml, beren ^Öejug jebDt^ jum eiften SKale erjt 
10 3a^re nac^ feinem lobe etfolgt. SSäie groß tjl ber taare Sert^ 
biefer ^enfion bei annähme eineS 4 projentigen 3'"Sfußea? 

atufUfung. 
^ac^ @Iet($ung (4) toirb 

10K85I ,7B — 2000 .J«^ (pas — Vas-sJ. 

ober ba 

%g =- 0,3170075, |),8 = 2,2993164 
«88 — •'esSBB = 2,59102 — 1,59864 = 0,99238, 
' iP 

„ 2000 . 0,3170075.0,99238 
io^ss ,78 -■ 2,2993164 

— 273,6395 SEßt. 
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3) ttmfttärt nibtütbrnauntt. 

g. 63. Slufflabe. 
. Sine mjä^tigt 5perfo« fiebert na 
einer njä^tigen ben t m(ilij)tn StjUf 
(ebungdttntt r. SSJie gro^ ifi (tr 
t)B«.t,i. betreiben? 

Sluflöfung. 
9Itt»nim mir an, bit njö^rigc $erfon ttejitt) 
HnU r lEbcn6länglid>, fo luärc nacft §. 60 btr S 
bargtfifUt butt^ 

E.,.,n 

2)a nun abtx i)itnn btr Saarranti) 

tR^.,„ 

einet Hin t 3al)re aufgefdjobtnen Ucbetlcbunfl* 
Ijflitcn ifi, fo folgt aüi (1) unb (2) für beii 
S9aatn)eTt(} 

,t,Rmt.„ = Kmt.n — tR„, 
= r(p,„t,„ — Ißn, 

Sflt)rt man au« S- 6o (4) unb §. 62 (' 
SBertlte ein, fo flcljt »orfietienbe ®(ci(^ung (3 

(l)Rmt.„ = rL„ — Vn— ri'^--ei«t.(„+, 

Ober nfldj §. 62 (6) 

= r|^e" — Vn — 'g^- (e»+t ■ 

3 Ufa?. 
t^ür bic n)AI)rtnb btr 3ttt tti ^u^ammti 
fontn praenumerando ju cntrit^ienbe Prämie 
, R' ' = wR«it,„ 

ffleifpiet. 

Ein 88jä^ttaet iS^emann flc&crt feiner 8! 
S Oo^re dne UeberlebungSrEnte ton 5000 2Ät. 
baare Sert^ berfelben bei 4pvojtnliget B'nfswb 
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atuflSfung. 
9Ja<^ o%{i ©(ei^ung (a) unb §. 62 (4) folgt: 
;3)Be8t*5 = 500oLg5 — %^,^ — j^-fes — 'Pm.bb) ■ 
SUxtv ift ahtc 
Qg^ = 3.32236 
^«88 86 = 1.59864 
Jlgg 0,3170075 

yf. - öieoesoSJ " »•'^^«'' 

'■■■.'ic£p„) : 

$89^^86 0,3170075.10'- 

0,1758548.6 + 0,1409093.5 -f- 0,1083918.4 + 
0,0781671.3 + 0,0501071.2 + 0,0240900.1} 

= 31^^075*^'^^^^^^^ "^ 1,0551288 +0,7045465 + 
0,4835672 + 0,2345013 + 0,1002142 + 
0,0240900) 

-I?^f = '.— . 

folglich toitb 

(ajBsfitsB — 5000 [3,32236 — 1,59864 — 0,522939 (2,59102 — 
1,420428)] 

— 5000 (1,72372 — 0,522939 . 1,170592) 

= 5000 (1,72372 — 0,612148) 

= 5000.1,111572 = 5557,86 2Rt. 



4) ßiftaim jällc von IPtcbhiltiiigircnKn ßc tili ^nfoncn. 

§. 64. 91ufaabe. 
2)rei $erfontn A, B imb C, trtlt^e bejöglit^ va, n 
unb q 3al)i* •*'* finb* bejit^en tine nat^fdjflffigt 
JR tnter, xotlöjt mit bem lobe be« C, ober flud) nfldjs 
bem bie btibtn ^etfonen A unb B geßorbtn finb, 
aufhört. Sffiit grofiflbet baare SBtttl) R(,m,B).q*i biefet 

t{m,ii)t ,ql 

9ltnte¥ 

auflöfung. 
9let)men wir on, (9 bejieV fowo^l A unb C, nl« nu^ B 
b C tine ffietbinbungörente r auf bfl3 Mrjefle Stben, fo volixt 
@umine bei Saameitl^f bttber SRenten 

«ViD. nngcmriiii arit[)iHtlil. II. 2. «iifl- 10 
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1^46 SBidt« aSf^nitt. 

hierin ifl ober ber tante 9Bertlj *Rm,o,q *>« ■ 
tfnte ber brci 5li«fonm auf bafl tütjcpt itbtn bopp 
S9ijngt man baf}tr einen fo((^tn mirber in SIbjii 
für ben ftafltidjen 59a(irro(tt^ 

R|<mn)q^ = "^Emq + ''Rn.q — ^B„.,d , 
i<p;,n>t,qt 

= rCpm,, + Vi..q ~ 'e«.,«,«) 

^■(fm+l.P..+l-Fq+l) 1 

piTP^Tp;; J ■ - ■ " 

1) 3ft biE SRrnW eint öotf^üffifle, fo folgl 

'Rj(„,„,,qt j = r('Vq + "'^-.q — ^'em,n,q) • ■ • ■ 



X »«. ■ P.) , -^-i^s) _ ^(V^J 



2) gut bcn Sali, ba§ bct atcmrnbfjug «(i ii 
bfd C btginnt iinb fo langt bauril, ali tmt bti 
fönen A unb B nocf) am Seben ijl, wirb ber baa 
funben, tvenn man non beni baaren SSerlde cinti 
ginnenben 33erbinbunflStcnte b« jisei ^etfonen A 
ba3 Iflngjte Scbm bcn baaren 9Sertt) ein« aJctbinb 
A, B unb C, votld}t mit btm !£obc tti C ob 
^eifonen A unb B aufijftt, fubtratfirl. 

3>a nun natJ) S- 56 jener buri^ 

'ßn>,n, 

btcftr na^ Obigem burt$ 

Rf(m,>,l,q* l 
l(.n.n)t,qt 

6ejei(^ntt ifi, fo folgt für ben in gnige fle^entm S 
%^,„)q* =. 'R„„ — R,(„„)A . . . 

V,B)t.ql 

obfi, romn man bie belreffenbm ffitrt^e einföljtt; 
'R(.3,«).,^ = B„ + Ro — *ß=.,n— ("R«,, + '■Bn,, 
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3) Um in »otfitfjeiibem gälte bie bifl jum Zobt beö C jaljl* 
6aTe$iAmie ju ftnbm, l)at man offenbar mit bem Saanvertife 
^Ka.B).q* I in btti Snarmert^ 'K(m,ii).q^ jU biDibiren. 

t(m,n)t,q» 

Setfptel. 

iBrti ^fonen, n)e((^e geBenicättig 91, 88 unb 85 Oa^re alt 
finb, btjie^en eine nad^fctöffifle SRetite ton 6000 ÜRf., bie mit bem 
Sobe bet 85 jährigen, ob« aud), nai^tem Vie Seite» anberen fle= 
florben fInb, aufhält. Sie gco^ ift bei baaie Sert^ biefer 9}ente 
6« 4i)rojentigeni äinf™""!"?' 

SuflÖfunß. 
91a(^ ©leic^uitd (1) ijt ber Saarweirt^ 

R|(»l,e8),8S*l = 6000(^^81*5 + *e8B.85 ■" ^eBl,88,8s)- 

l{»i48»t,Ml 

9!uii wirb aber nadr bem biitteu ^eifviele }U §. 52 
V.8ß = 1'81469 
^^88^5 = 1,59864 • 
"esi.n.s^ — 0,8785, 
folflli«^ 

B.,.i,ga)V) = 6000(1,31469 + 1,59864 — 0,8785) 

= 6000.2,03485 = 12208,98 SRf. 

beginnt btr ^jug eifl mit betn jTobe ber 85jäi)Tigeii ^cifon 
unb bauet! betfelbe bii jut jnfeftt pectenben bet ^erfonen A unb B, 
fc folgt naüi (7) bnic| Qcinffl^tung ber betreffenben Sert^e: 

'B(3i.s8).8&^ = 6000 (fti + ßgg — ^^81*8 — ''si^ß — 

?*8.BÖ M~ Pbi^S^s) 

= 6000(1,8!)051+2,59102 — 1,194407— 1,31469 — 

1,59864 + 0,8785) 
-= GOOO. 1,212293 = 7273,758 mt. 



5) UairnqicnnEiti. 

§. 65. ^ufQafK, 
2)ie SIettttn, »el^e geflenro&ttig m unb a Sa^te 
[t finb, fidfern iljrem qi&t)rigen Äinbe eine nac^ 
jrem 3)obe bejit^bare (ebenilflndlic^e Ätnte r. 
öle fltoS ifl ber baoce SBert^ Rt»,»/.-! bfef" aBaiftn« 
tnfion? 
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Slufldfuns- 

9le^mm wir an, baft ffinb ttejitt^c eine fofoit tfginnenbt 
ItbtnÄlÄngliiftt 9ttntt r, fc ifi bmn Saamttt^ nuSßtbtütft 
burt^ Rq. 

§i«in «Art ab« bet ©aamerttj fintt SRtnte r, weldje mit 
bttn 3iobe bed JCinbeS ober aucf) mit bem Sludfttrben in bn'bcn 
9le(ttm tnbigt, ju o(t( entl^alttn. ®ringt man bitfen tal)» 
nad) S. 64 (1) in Sfbjug, fo trl}ält man für ben vtriangtm 
»aamtrtlj 

R(m,«)Vq = Rq — <*R|r.q + ^R|.,q " "^R™.«,,) 

= r(e, - %,q - "e^.q + %,„,q) (1) 

= rCe, — *'?»,., — ''en,q + *'em,n.q) — (2), 

obn tvenn man bit belicffcnbcn 'Sitxtiit einführt: 



■L t. 


j)..p. 




». 


p. 




. «:».+.. p.+..p»h)1 ^ 
+ ■"*!..?..?, ]■■■ 


(3) 


"4f 


a;))..Pj) 
~»..P. 

^..p..p, 1 


f: 


■p.) + 
p. 


• (4)- 



©i(^«t bft SBat« allein fei'ntm ffinbe eine lebenslang (idje 
spenden r, fo njitb bet Saanuertf} auf biefflbc SBeife beredjnet 
wie ber einet ©ittmenpenfion (S. 60), 2Ran nljält bafflt 
R„t, = R, _ "E™,, , 

= r(eq -%,,)] t^)- 

SoK bafl Äinb nut roÄlfrenb t 3aE)re im ©enuffe bet 
5ßfnfion bleiben, fo fjat man, um ben ©aatwettlf j^ii finben, in 
btt ©leidfung (5) füt beibe SBettlie bet rechten ®eitc tie betreff 
fenben temvorAten Seibtenten auf t 3al)te einjuffi^ten. 9taä) 
8. 50 mitb alflbann: 

(t)Rin'f,q = Rq tRq — C'Rm.q — ^Rm,q)l /g-, 

= r(e, - ^q — Vq 4- V.q)/ ■■■^ ^' 

Seifpiel. 
3ttei ^etfonen, »«l^e gegenttätfig 91 unb 88 3a^te alt , 
fl(^etn mä) i^rem lote einet britten, Söiä^rigen ^erfon 
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Itbeneiünglii^e 9!ente »on 4000 SDIf.; wie arog ifl bei baaie SlJeit^ 
ber[eI6en, wenn tet Sinöfng ju 4''/o tere^net toirt? 

HuffSfuna. 
9!a4 obiget ©leic^uhg (1) folgt 

R(91^)t^6 ^ ßgä *9ai,86 — ""eaS-SS -H ^91,88.86- 

9!un ijl attei 

«« = TT^ = 3,32236 

reo ^ 






folglich 



V.SB-SB = -h P~-p = 0.8785 



E{»i88). 86 = 4000(3,32286 — 1,31469 — 1,59864 + 0,8785) 
= 4000.1,28753 = 5150,12 Wlt. 



%. 66. Kufgodra jnr Uetuna- 

1) (Sine 30jä^rigc ^.^erfon will fi(^ eine am ßnbe eint« jetcn 
3aljre« ja^lbare Seibrente »on 2000 SDlf. «rioetben. 2ßelc^f 
Äopitaleinfoge Ijflt biefelbe ju maii}en, lüenn 4 */o 3infen be* 
ret^net roerttn? 

2) 2Be(d)e 9Jiife ^nt eine SOjfl^rige *|Jerfi)« an eint Menfem 
anjtatt ju enhii^ten, um ß(^ eine unsetänberlit^e nAd^ifc^äffige 
8e(6rente »on 1000 9Jtf. ju emerben, wenn ber ©erei^nunfl ein 
4^T0jentiget Sindfuf ju ©cunbe gtlegt wirb? 

3) SBeldje ucrf^ßffifle Seibrente (ann ftt^ eine 40jfl^ti9e 
Sperfon mit einet baaten (äinloflc Bon 12000 SOM. emerten, wenn 
SpiD^entige 3<nftn in 9ie^nung gebrai^t werben? 

4) !ffiie groö ifl bie 9Hife einer um 20 Stiere aufgtfdjobentn 
na^f(itftffi0en Seibrente »on 500 SBf. f&x eine SOjftl^rige Werfen, 
i! in ein 4i)tojcntiger 3'n*fu^ 't JSec^nung gebrai^t wirb? 

5) 9Rit weli^er Summe fann (iife eine aOjü^rige $erfon 
r I i^rem 30ten Sebenöjaljre an eine »orffijüffige geibrente \)on 
1 )0 9Äf. erwerben bei Sptojentiget 3'nfEn''"f'^ni"'9 ? 
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6) 3ScI(^t nai^fc^üfiige Stibrtntt fnnn ft<^ eine 30t&^rigc 
^itx\on von ii)ttm 50ttn Sebnidjafict an mit einet iaaxm (Sin* 
lagt »cn 4067,5 aUf. erwerben bei Mmef^nung 4projenHget 
3infen? 

7) !Siel(^e vorfd^üfftge Leibrente Eann fic^ eine 25iäf»rige 
ißerfon Bon i^rem 40ten ?(tien«ial)re an mit einet baaren ©in* 
tage tion 4000 OTf. erwerben, wenn ble änflalt 3 % bereii»nft? 

S) Sine '^erfon, wtl^e ft^t 40 3a^re alt i% wiO flt^ eine 
temporäre naf^fdjöfftge Leibrente con 2000 aSf. auf 10 3o^re 
erwerben. SBie gro^ ip beren baart Sinlage, wenn Sptojentigf 
3infen bete^iiet werben! 

9) SBeI(^e baare Jtapitaleinlage ^al eint 50tä^rige $etfon 
in eine 9ientenan(ia(t ju madjtn, um fi(% eine ootft^üffifle Seib^' 
renle uon 1000 3)lf. auf bie nä(^f)cn 20 ^a^xt gu erwerben, 
wenn her äin^fuß gu 4 "/^ batäjmt wirb? 

10) eine 24iÄI)rifle Sßetfon Will ^i) »on ilttem 30ten 3«f|te 
an auf 10 3a[)re eine nat^fc^äffige Leibrente von 3000 ^t. er» 
werben; wtl(^e baare @in(age (|at biefelbe ju machen, w^nn bei 
3in0fui P 4 "/o bete())net wirb? 

11) @ine 44tAt)tige '•Jßtxfon f^at fl(^ mit einet baaren (Sin» 
läge von 1186,4875 ^f. eine mit iE)rem SOten 3abre beginnenbe 
vorfc^üffige Kente auf 12 3a^tt erworben; wie groß ift biefe 
SRente bei 3prüjentigem äinfenanfa^e? 

12) eine 35 (ülirige *lJtrfon wiU fi^ von intern 45ten «eben«, 
jat^re an eine Leibrente von 1000 SRf. erwerben; wie viel I)al 
biefeibe von {e^t an am @nbe eineS jeben ^a\jxt6 b\i gu i^rem 
45ten 3oltrc an bie MentenanRalt gu tntri^ttn, wenn biefe 
4projentifle 3inf"i in Snret^nung bringt? 

13) (Sine 36iät)tlge $etfon i)at fid} mit einer fatiilii^en 
poBtnumerando jat^lbaren Einlage von 1823 3R{. eine von itfrem 
50ten 3a^re an bejielfbnte na(^f<^üffige SRente erworben; wie 
gto$ i|) biefe bei iprojentigem Sindfu^e? 

14) @ine 60iä^rig{ unb eine 90t&E)rigc ^erfon begießen 
eine narfifi^üffige ajerbinbung«rente von 1800 9ÄI. auf boö für* 
jeße Stben; wie groß iP ber baare fflJert^ berftlben bei ein 
4progentigen Sin^fufe? 

15) Jirei ^erfonen, von welt^en bie eine 70, bie gweite 
unb bie britte 91 3fl^te alt ifi, begießen eine nniJjf^flfiigt SSi 
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binbung^rtittc von 2000 ^t auf ia& fär^efle ifbtn ; wie gro^ 
ifl berm baaxa ^txfi, bei Setec^nunfl Spro^entigcr 3inf«n? 

16) 5)tci q^ftfonen, loelt^f gegenwärtig 60, 90 un6 91 3o^te 
ttit tinb, 6ejit()En fo lange tine nai^fi^iiffige aJetbiiitungflrente 
»on 9000 aWf., qI« noit) jWti berfdtiEn jufammen leten. 9Öie 
groS ifi ber banre SBettl) tiefet 3(«ite bei iprojeiitigem 3inf«" 
nnfa^ ? 

17) eine 80j5t)tigt unb eine STjä^tige *ßttfon wollen ft* 
eine nai^ 4 Saftten beginnenbe SSerbinbungörente »on 10000 9Ht. 
auf baß tüijefie Sebcn erwerben; wie gto^ iß ber 6anre Sffictt^" 
berfetben bei Swfirwnbelegiing eineS Sptojentigen 3'nöfuffö? 

18) ©ine SOjäfjrige unb eine 93j4^ti3e 5ßerfon [lä^nn jtrtt 
eine nac^fctiüffige 9Jctbinbung8rentE Bon 5000 SOIt. auf baö längfle 
Seben; wie grof ifl ber baare ffiertl) berfelben, wenn 4i3tojtnj 
tige 3inff" beteifjnet werben? 

19) @ine 82= unb eine sejä^tige ^Jetfon l^aben eine no(% 
5 3af)ren beginnenbe nad)f($üfjige9ierbinbungörente »on 2000 5811. 
auf bafl Inngfie Seben ju bejie^cn; wie gro| ift bet baare SBettlj 
berfelben bei 4 % 3infm? 

20) 31^« ^(tfonen, »on weld)en bie eine 87, bte anbete 
90 3a^re alt ift, ()nben fit^ eine Leibrente oon 2000 aHf. in bet 
SBeife erworben, ba^ bie eine biefelbe »om Gnbe beS lobeSjabrefl 
bei anberen an lebenölnnglid) bejiefjt; wie gro^ ifl ber baare 
SBettl) biefer SRente bei 4projfnti9fm äingfugc? 

21) 93on jwei *ßerfonfii, Wfl*e gegenwärtig 79 unb 80 3fl^re 
fllt finb, ^Qt bif eine Bom Snbe btö Üobeöialjrefl ber anbeten 
on eine Siente Bon 3000 93?f. (eben^länglicfi gu bejie^en; wie 
grog ifi bie am @nbe einefl (eben Soljrefl bi« jum erfolgten 2lb= 
fierben ber einen $etfon in bie 9ientenan{talt ju inactjenbe @ins 
tage, wenn S^jrojentige 3inffit i" SSei^nung gebratfjt werben? 

22) ein 90 jähriger 93?ann fnJ)ert feiner 87 jährigen grau 
eine 9ßittwenpenfion Bon \ät)x\\(i) 2000 SltE.; iBeli^eÖ ifl ber baare 
affiertlj biefer *4ifufion bei 4i)rojenti9em 3in*Fuft? 

23) din 90 jähriger ÜBann will Bon beni ©nbe feine« Xobe«» 
iaf)re8 an feinet jefit 79iäf)ri9cn grau eine Leibrente Bon 5000 SBf, 
fldjetni wie grog ift bie nm Snbe einefl jeben Saftreö an bie 
9%entenanfia(t ju mac^enbe @inlage bei Seiet^nung eines 3 pro: 
jentigen din^ru^'^^ 
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24) giii 87iä(jriflrt «Wann fiebert feinet 86 
eine Seibtente »cn loOO W. in ber SBeife, bng 
tai erfte ^al 4 3(i^re naii) feiiHin %oit audi 

, wie fltof ip ber bnate 9Bert^ tiefer fRmtt bei 99er 
äentifler 3infen? 

25) Jffiie gro^ ifi ber baare äBcrt^ einet nüiftf 
rente, roenn biefelbt anfinflli(() = r ifl, in jebem 
Sflftre abec um d fltößet wirb al« im nä(tP»oif)et 

36) SBenn aber in »orifergetjenber Slufgabe bi 
"SaEit um d abnimmt, wie gtoß tfl bann bei baa 
felben? 

27) 9Bit gtof ifl ber baare Söctt^ einet uarfjf 
tcnte, wenn biefelbe anfüngliift ™ r iß, in jebem f( 
aber qmat grölet ivirb aie im näc^ftsor^etgetftnbi 

!>• Von bcn ttcdinungni bei SAtnsvtvfu 
g. €7. (^ftninflen. 

Unter einer 8eben9Becfid)erungflan|iaIi 
eine ©efetlfc^aft, welche gegen Sntrii^tunfl eine« ei 
jitftrlidien SBeitrageö (^ßtämie) bie a3erbintliit)fe 
ein beftimmted Kapital nac^ bem :£obe bed 3 
an eine anbere 'JJerfon auSjujfl^len. 

2)ie 3fl^re6prSmien werten in ber 9tege( pi 
bcjaljlt unb bilbcn fomit eine »orfdjöffige Saljreflre 

3n aDen gäßen nennt man bie »on ber 21nf 
fit^erten jugePeKte Urlunbe $oIice (58er(lc^erung8 

3n 39e^ug auf bad oon ber SInftalt au«5ujal 
fann bie StbenöBerfidjerung bteifac^er Sltt fein, näi 

a) auf einjelnefl Seben, wenn bie 9lnflo 
ju beffcn ©unften bie ffierftdjerung gef(^a^, b. 
mäßigen SSefitter bet Police, baö »etfic^ette ffüpi 
muß, im SSatlc betjenige, njelifter »erftc^ern (oft, 
fepgefe^ten B'it ßitbt. 

b) ouf »erbunbenefl Seben, wenn jwei *-f 
bet SBeife »etfidiern, baf fie eine (jemeinfc^aft 
jaulen unb bie Slnflalt nad) bem S^obe bet einer 
tiefet übetlebenben bie »erfici)erle Summe auöjujat] 
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!£)Ufe äJcifid^emitg^ait Unn imtüilicfe iii nnalogtr SÜBtift 
auä) auf mtfjr nlfl jivei *ßerfonen auSgebe^nt luetben. 

c) auf Utber[et>uii9, votnn bie 91nfla(t einn btfÜmmttn 
von jivei $etfcntn b!e veiftitcrle ®umnit einju^änbigcn t)flt, 
im %aüt bie nnb«e »or iljt ßitbt, im umgefe^rten gaUe aber 
nit^t jut Batf'unaö'f'PunS »erbunbtn ifl. 



a) $tnmienbere(f)nunfl für bie SJetfii^erung auf 
(in eiitjeinefl 8e6eii. 

«) Vafifytxrms auf ttn Sutn^ll olfnc StMtigang. 

• g. 68. »ufgolie. 

@iiie mjälfTige ^etfoit wül t^i Seben auf ein 
Äflpitnl K, bofl naä) i^tcm iEobe an bie Srben auö* 
beja^It wirb, »etfidjerni reeldte bnare ©inlage Lm 
^ttt bief([be bet aSerfit^trungSanflalt ju ma(^tn? 

Sluflßfung. 
9te^mtn mir an, baf gltii^jfitig Pm miüfirigt ^erfontn 
einen foliljfn ffierirag mit ber an(l«It abf(^(iefen, fo ift bie baate 
@innal)me beifelbtn 

= Pm . L«, (1). 

S)a aber im 

Ken, 2ten, 3ten, Saffie 

Pm — "m+l, Pm+l — Pm+I, Pm-J-J — Pm+3 ■ ■ - - 

$er[omn fierben, fo f^at bie 39anf um (Snbe bed 

Ken, 2ten, 3ten, 

3a^teÖ bec SRei^e nadi 

K(P„-P„+i), K(P„+,-P„+,), K(P„+,-P„+3) 

au«jujal)len. 

i)tt baaxe äSerti) ber 9Iu$gaben tfl fomtt: 

\ 1,0p ^ 1,0p' + 1,0p' + ■■■■| 
' P l i,Op-+i ^ i.op"*' ^ i,op"+' ^-1 
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= K:i*-[(w^ + t|& + 1^ 



ll,Op-+' "^ l,Op-+" "^ l,Op-w f 

'^ [U,Op + 1,0p ^ i,op +••••/ 

[))«.i + t»,^. + ))«J + ...jj . 

= K.l,Op.[^.(ji^-l) + ».] 

= K.l,0p.[»._5&^„] 

9(u$ bcT ®If(^f(t(uno btr (Sinna(|nien*(l) unb 
gaben (2) nQibt f]<^; 

-^^^■] 

1,0p" 

= 4-S-^") 

»btt IMCJ S- 48 (5) unb (6): 

L. _ Kjl - ^^ . 's.] 

= k[,-||(.-.i,]..., 

anmcrtung. ©it Sormetn (4) unb (5) eigntn fi 
büitu gut »ewiftniinfl beS äBnaTOertfteä bei «er[l(^ning8(i 
man im S9e[i|e von SeibicnUntabeUen ift. 

Stgti^nm wit in bet Sluflöfung obigtt Slufgabt bie 

Pm — Pm+I, Pm+l — Pm+J* Pm+J — Pm+3( - ■ 
Dpi+l» I^in+*, Dni4^, ■ ■ - ■ 



■ Google 



ainl^ungäaittn, treidle fl* auf tie mcnfiSti^ ©tertli^lelt gtUttben. 155 

fo tvitb bie SluSgabe Ut S9anf am @nbe tti 

Ken, 2ttn, Sttti, 

3a^rtfl 

Dm+l-K, Dm+a.K, Dm44.K .... 

alfo btr haatt Söett^ oHer äu«flo6(n 

~ U,Op "^ i,v i-Op' "^ •"7 

-K.i,op ( i^op„+i + i^op-'+» + i,op-»+» +■■■) 
ober wenn man analog Um SiA^ettn 

unb 

— K.l,0p-.2ll„+. (6). 

Sir cittaKm fomit bie @(eic^ung 

P,n.L„ = l,0p».K..2D^i. 
unb I}ittaufl 

^ 1,0p". K. .211^1 

Lim = p ■ ■ 

K.SDmTi 

amnerlnng. @mb (imnal bU 3Beit^ Don ^„ fttt einen 
beßimmten SinSfug mit Snsi^utibeluutu einer getDt(fen @teibti(!^t(it3- 
tdbetle bertqinet, fo gtnfi^ bicft @tei$ung ben Sorten (egr ia[i$ei 
SSefHmtmtng it9 tiaaxta iBeit^ei einer Serfii^enmsdfutnnK. 

©eifpiel. 

SttSetc^e baare ffiinlafle ))at eine 85 iä^rige $etfon in eine 8e6en«= 
eerfii^eiunsSonflalt ju ma^en, wenn flc^ biefelbe für lebenSlänglii^ 
auf ein Kapital Don 8000 3nt. verfii^eni »iQ unb 4^io)entige 
3infen beregnet »erben? 

auflSfung. 

yiati) ©lei^uns (4) ip ber Saarmert^ 
/ 0,04 \ 

Lgj = 8000 1 ' '- ' 



.(7). 



1,04 ■''»'^/ 
= 8000(l — 0,1662447) = 6670,0424 9K(. 



= 8000 1 - 
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156 Giertet «6(tftiiilt. 

§. 69. m^efK. 
(Sint miäljtigt ißetfon roül il)t Sebei 
j^apüal K t)tr[i(^ccn, t>ai nad) i^rcm Zo 
erddi auSbejn^It roicb. 3ße[cftt 5ßtami 
bitfeibe Itben^Iänglitii praenuraerando a 
ftalt ju (eifltn? 

Stuflöfung. 
2)et boare 9Öert^ ber 3a^rf«prömien ift offenba 
SBaonortt^t einet tebendlänglit^en tiorfc^üffigen Seibt 
für eine mjä^cige ^etfoii, alfo 

= L'»-'e™ 

2)et baare SÖett^ ber SanHeißunfl ift aber naü; 

flebtflrft burd) L„ 

a)a nun bie beibeii SBett^e (1) imb (2) einanb 
muffen, fo ct^SIt man b(e ©leidjung 

', L'„.'e„ = L„ 
unb tfieraud bie verlangte ^rAmie 

b. ^. bie jS^rlit^e Prämie jut ©rwetbung i 
bem Xobe ja^lboien JCapitai« wirb er^al 
man ben banten SSicrtf) biefet aJerfitfteru 
burt^ ben Saaiweit^ bet [ebenä(ängli(^ 
t^enben dlentenein^eit bivtbirt. 

3)ut(I) einfü^rung befl Söerttjefl »on L„ au8 S. 
(5) gef)t »orjie^enbe Oleic^ung (3) über in: 

LV = Kfi-f»E) 

_ kL' Äl 

U + l 1,0p 

- '^Uti. i,opi 

3ufä$e. 
1) Siod) S- 68 (7) ift bie 'JJräinie mi; oujjtl 
_ K^ ^„^, 
" '5. ■ *m 

" ^- 



ober L'm = 
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8ie(finung§arten, met^e f* 'oxi *"< mfnf^Iic6' ©tetbliijteit grünbtn. 15? 

anmeTtnng. SDIittelft biefer ^leiilOung täpt M, unab^ngis 
' Bon btm Saamcrt^ie btr Sribtentc, Sit ^prämw roji^ bmi^ttm, lofcalb 
man im SÖtr'IJ' ftnet, (ämmtli<ftt ©ert^e »on ^fla entftiütenliBi Sa- 
Me tf). 

2) ®ef4)iel)t bif *ßrämieniat)Euii9 ntcljt ItbenSfänglic^, fon^ 
htm nur tofl^renb n 3al)ten, ober, im %aüt b« 33erft(^ert( inners 
^(ilb tief« 3"t fi«6m foBtt, biä ju beifen Zoit, fp ift bi( 
Saartfifiung an bie 58cinl offenbar gteiil) bem baaxm SS!tttI)e einet 
tjorfiijüffigen temporütm Seibrente, iBelcfje ber Prämie gIet(^fommt 
fluf n 3af)re. SSejeii^nen loit in biefem Saöe bie ^Jtämie butrf) 
L"ä', fo i(i (lifo bie baote Sinimljme bet Sanf L";'.(„,'e„ unb 
bie boflre SluSgflbe bttfelbm L„. 

9Bir etl)alten fomit bie ®leirf)ung: 

unb ^ierawfl bie ^Prämie 

«■-^ w- 

3) aBönfiI)t eine fpetfon, ntcl^e i^t Seben im mfen Scben«» 
alter mit einet Sa^reeptAmie L'^ auf ein Äapita( K i)etfi(J)ert 
^at, nflt^beni a ^Q^re vetfloffen jlnb, dU« irgenb einem ®runbe 
ben Sßertrag mit ber SlnPoit aufjulöfen, fo nennt man biefe«; 
JRflrfffluf bet Police. 

Um in biefem gaUle bie (Sntfdtjflbigwngflfumme ju beflimmen, 
MJefdie bie auötretenCe ^^erfon Don Seiten ber 9Serfi(f)erungflanfifl(t 
anjufvret^en Ijal, wollen wir annehmen, bie 5P"fon (ei etfi in 
t^tem (m4-a)ten SebenSja^re bet Slnfinlt beigetreten; niSbann ' 
^atte fte eine 3Q^re«|jrÄmic = L'm+,, fomit (L'm+a — L'„) 
meljr bfijutragen gehabt. SWiin ^at pt^ biefelbe aber fct)on im 
mten ^ebenäjatjte aufnehmen (äffen unb etlnngt ba^er, ba fie 
jeßt (m-t-a) 3alite alt ift, tjon ba ab mit einem imi (L',^, — LV) 
fifineten SfltjrcÖbcitrtige bie nfiniliiijen 9lnfi)tß(i)e a\i eine *|3etfon, 
welche ftt^ im (DQ+a)ten Sebenfliafjre verfi_^em lAßt, @ie barf 
befltfalb bei iferem 9lu6tritie eine (Sntfdjabigung onfprecficn, mldjt 
flieii^ fein mu§ bem Saamertl)e einer Scibrente im iä^tlid)en 
SBefrage Bon (l-'m+t — L'm) för eine (m+a)iS^rige ^Perfon, «Ifo 
entmebet (L'n^).» — L'„) $„+» 

ober (L',„4^ — L'„) 'q^^ 

je nad)bem jut 3^it beS Sludtrilld eben etft bie Ufytt ^lAmit 
rntricfjtet wotben. ifl ober nidjt. 
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158 «ierttt abfc^mtt. 

2Stan lann nun au(^ Itft^t liicfc baarc Stfidstr^ä 
tint Stibrente umtvanbrln. 

SeifiJiel. 

Sßeti^e $rSmie ^t eine eSjä^Ttge ^etfoti praenumei 
eint t^ebenScerfit^eiungeanftalt ItbendlSnglit^ jS^tlic^ )u ei 
tDtntt bieftlbe naä) lifxtm %eit i^ien (Sibtn ein Safiital »on 8( 
ftc^ein »id, bei einer 4 iirojentigen ^iof^ibeic^nung? 

ÄMflBfung. 

9}a(^ bctn ^eif^iele ju §. 68 ifi ber SSaanoert^ bU 
fli^ening 

- Lgft -= 6670,0423 Sffif., 
olfo wirb nad» @(ei(^une (3) 

*" '^85 4,32236 ■ ' 

^ An^eM'kent ttktMnui|i4nnas. 
§. 70. «UfflUie. 
aBe[(^t baare (SinUgc .L„ t)at eine mjHn'l 
fon in eine StbenSBetfit^erungaanftalt ju w 
um na^ {^lem %ctt ben Srticn ein JCa))it(i( 
bem galie ju fixten, baf bti 3)obeefiilI nii 
Saufe bei erfien a 3ai)te tinttiit? 

Sluflöfung. 
9It^men n)it an, bie vetfit^eTte ^erfon fri bei b 
fi(^ttung (m+a) 3ol)re alt, bie SBetRc^erung ^abe o(fo : 
fpAter flattgtfunben, [<* tväre nac^ %. 68 (4) btt Saanoi 
na({) ifftem Sobt ju jd^ltnbcn Aa)}i(a(S K 

unb bie Sanf toflrbe alfo »on ben im (m-|-a)ten 3a^ 
lebtnbtn PnH-i ^etfontn bie Summt 

einneftmen, roa« auf it^l, »do bie *JJtrfonen nur m 3(i 
fiiib, biicontirt, btn SBert^ 
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^((l^nungSaiUn, mlift fii^ auf bie nienfcgni^t ®tetbli(!^t«t gtUnben. l5d 

r^4-?:§-rH « 

liefert. 

2)a aber gegenwärtig Pm $etfonen leben, alfo ebenfo viel 
bie dinlage ju maäjtn ijabtn, fo tfl bJc baate ISinna^me aud) 
= P» . .L„ (2). 

^SUrni) @Iei(t)fetun3 »on (1) unb (2) et^&lt man ba^er 

»'" .i,„ = )WK(:_«^.,^) (3), 

-«^[>-;>-+^)] «■ 

SBergtti^t man bie ©leit^unflen (3) unb (4) mit ben @(ei« 
jungen (4) unb (5) bed $. 68, fo ergibt fiit), baß man aui^ 
fegen Tann: 



X.-^.L^ ••''>■ 



b. ^. ber baate SBttt^ einer um a 3a6rf aufgefc^o* 
benen Sebenfloerfii^eriina wirb etljalten, wenn man 
ben 39aarn)trt^ bec SJecfi^erungdfummc einei um 

a 3n^i( itttten sptrfon mit bem galtot ^^ mul« 

tipiiciit. 

3ufÄ$e. 

1) ÜRfln flelonflt ju benfelben iRefuItaten aut^ birert buri^ 
folgenbe Sctrat^tung: 

2)0 bie Stiftungen bet fflanf trp mit bem @ube bt9 (a-(-l)ten 
3al)ie« beginnen, fo ifi bie baaxt Muegobf berfelben 

^/ Piti+»— Pm+» +l , Pin4»+1— Fm+a+a , \ 

\ l,ÜpH-» "^ i,UpH-» "^ •■■7 

« K.],Op'-'"' ^'^' ^'"■^' • ^ 



.m+a+l 



1,0p'»- 



/ Fm+a+1 , Pin+«+3 , 

^l,Op°'-HK-l "f" l^Op'"-^**-« ■ 



D,g,t7„lb,.GOOglC 



(>.+«-. + 11.+M-I + ■•■■!] 

= K.l,Op.[^-(^.«-»...)] 

_K.l,0p.(j)„^-;-|2^«.) (6). 

3)ie baote Sinna^me bet Sanf IxtrÄgt aber 

P„..U. . ., (7) 

unb iiian ti[)Ält fomit nu« (6) unb (7) witttt: 

2) gfl^tt man (iatt ber Iiiffetenjm bie oben angcfflttrte S(s 
jnil)nung ein, fo IA$I fi(^ bcr vrrlanstt ^AAnvertE) nud) aug< 
biücfeit but(^ bie ©leic^ung 

,U = ^^^~~ (8). 

3) SJlnn nennt eine bttartigt wm a 3(il)re auffltfit|o6nie 
Scbenfl»trft(J)fninfl ciud) eine SebenöBerfit^etunfl mit Sa* 
rtnijeit unb bie a 3fl^Te, um welt^e bie SJerfidjerung nufge. 
ft^obfn ifl, felbfl »«in ber 93*rfid)erlt innerhalb berfelben ftetben 
foflte, bie ISatenjjeit. 

iBeifi]ie(. 

Eine SOjäi^rige ^erfon (l^ert t^ren Srben ein finpitot P"« 
8000 ani., rot\ä}iS benfelben ober nur bann aufibejo^lt »itb, »e 
bie »erfi^erte ^etfon nit^t innerl^atb bet 5 erften 3abre pit 
iöJaS ifi bet baare 3Bett^ biefet SSetfii^erung , toenn 4projent 
^infen beregnet ttetben?' 
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ifttii^ngSarttn, »el^c fi* auf bie tnoifi^litSe ©t«6ti(^leit grilnbfli. ißl 
»uftSfung. 
31a0 ©[etti^uns (5) Uirb ber SJaomert^ 

♦■so 
ober nao) bem Seifpiele ju §. 68: 

0,6062034. 6670,0424- „,,o„„™. 
^^ = - 1,6052315 ''^«'«^^'■ 

§. 71. aufgäbe, 
eine mjfl^tigt *JJtrfon fi^ett nat^ ilirtm lobe 
i£jtenet6tn tinffapital K in btraöeife, baß baffelbe 
nid)t audbejal)[t wirb, im ^alie fit im Sauft ber 
ctflen a 3aE»re ßtrben folllt. ÜStlt^e 3a^TC«piAmit 
,LV I)«t jene $trfon (ebtnölänflli^ praenume- 
rando an bit 93ttfii§trung8anflalt ju Iti^en? 

äuflöfnng. 
a)et baate SBert^ aHet bi« jum %oU ju tnttic^tenbtn 'JJtäe 
mien ifl offenbar gleich btm baoien ^ert^e tiner vorfd)dffigtR 
Stibrente .L'„, mtlc^t Itbtnflifinglidi btjogen mirb, alfo 

= .LV . 'e™ (1). 

^ti boare SlJect^ bre 93erftd)crungdfunime ifi aber na(^ 
S. 70 6tjei(l}net burt^ 

.L™ (2). 

Sind btr @(ti^fegung »oit (1) unb (2) folgt ba^er: 

.L'„ = 'i^ - -^ (3). 

Hnmtrtung. ^n Ina triten in »en gg. 10' unb 71 be^anMteit 
^Ocn Ion« mm wieber bie grage na* bem baaren 9>eri^e, ober b« 
jä^rtif^ij einlage für ben %aU gefleHt »erbtn, bog BPit ©eiten ber 
SBerfK^eningaanflrft eine fflUäDergiTtuna ber filjoii (ingeja^lten ©mnmtn 
olitit äiiifen gefielen fott loenn b« »ttfic6ertt im goufc btt Oatenüeit 
flerbCK (oUte. Siefelbe Ifitit f'* «od^ grü^wem leicht freanlmoirteii, rnemi 
man bie mä^tenb ber a Sfa^re oon btt anjiaft an bie in biefet ätil 
fterbenben ^erfonen gu leifienben iOeitrdge auf ben baaren ÜStttii lurtttf- 
fülM n. f. 10. 

»eiffiel. 

Eine 80i%iae ^etfon (It^ett tiaii& Itirem lobe i^ttit Erben 
ein SapitaC »on 8000 SRI. in bec SSetfe, bag bäffelbe m^t auSbei 
ga^tt iBitb, im gälte (ie innet^olb bet erften 5 3a^rt jietben folltt. 

Cdt. angtinKiu aiil^nictll. U, 2. SuH. 11 
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bie aiierfii^erungSaiipalt ju cntii^tcn 6ei 4pri}jeniiatr ßitifcn^ci^c^ltung ? 

SluflBfung. 
9ta4 @Iri(^un3 (3) ivtrb 



ober bo nai^ btm äßeifpitle ju §. 70 

fil^o =■ 2518,89 
-^80 8,8508594 

unb e«o - -j,- = j;6Ö52-3l5 

_ 2518,89 



ip, 



6^1 80 = 



r) StiRporäce X(b(n8iie[|id)cntitg. 



§. 72. aufgafic. 

®tne mjft^rige *l5ctfon ftctjert i^ten Stben ein 
Änjjilal K, brtö btnfelbeti ntift nur in btin gälte 
auSbejQ^lt mirb, wenn bie oerfid^erle ißerfon im 
SdUfr bet elften t Sa^ie ^irbt. ^ie grof i{) bie jti 
mn^cnbe fxxatt (Sinlngt (»Ln,? 

SluftSfung. 
9ttl)mtn iBtt an, bie mjöljtige ^tt{on erhalte bie SBerRiiietuiigfl' 
fuinme bei einttctenbem Sobe«ffltIe, fo iPÄre bet 93aarwerlt) nndt 
$. 68 batgefieUt butrf} 

U. 
Iiiefer ip «ber offenbar um btn SBaameri^ ein« um t 3a^re 
aufgefc^obeneu Sebenäuerfiilietung größer als bie ocrfnngte, SJci 
betfelbe flbet nad) §. 70 bargefiellt ift bnrc^ 

.L„, 
fo bieibt für ben in grage fle^enben Saarmert^ 

(t)L„ = L„ — tL„ (1). 

3uffle. 

3u btmfeifcen SÄefuItflte getflngt mnn nud) birett nuf fol* 
gertbe Seife: 
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Se4rmngäairten, müHjt f* ""f *•'< inen(i^Iiife ®t«lilii^leit grUnbtn, 1G3 
3)a im Sauft bt6 



lim, 




2(ra, 


tUa 


3a»<« 








P.-P>f 


, p. 


+1— Pi»fi, — 


P»H4-i-P.^ 


iiittfoiien fletb«! 


fo ifi bit baart Siuöaal 


e b« Sonf: 


= HFTt- + 


P.+>-P«+. , 

1,0p' +■■■■ 


P»H.-.-P 

+ l,Op. 


=-(ap- 


P.+. 
1,0p-' 


+ ■ ■■+ l,Op.i 


- 


(^■- 


P,w. 
1,0p' 


-■■■■-m\ 





l,Op"+> ^ l,Op"^' ^ ■■"' ^ l,Op»H-t 



l,Op-+> ^ l,Op-+" T^ ■■■ T jQji.. 



-K-i,op"[(pp':H-. + I7Jpi. + ■■■■ + 

^i,op-+> ^ i,Op-+" ^ ■■ 
_ K.i,Op-.[(t " + >-^-+„^;- + >'- ^J) - 

_ K,l,0p-[3=^=|fc^ - (^«..-^.+.+.)] 
-K.l,0p-[^fc=^^''i.«-(i}l.-^,+.-J>.4-)).+.)] 

- K.l,0p-[(,Z}l.-2-)!.+.)(jij - l) + ».-».+.] 

- K.l,Op-[j).-)).+,-J-Ä(^J)„_^J,„+,)]- . . . (2). 

3)k baaie @inno()ine~bei ^dtif ifl bdQrgtn 

Pm.tt)L„ (3) 

unb ma« crljält foinit nu« (1) unb (2): 

- |[»i„-))p+.-^-;^(^t).-i)!^.)] . . . (4). 

Si^itJbt moit bafiii 

" \ 1,0p ^m/ )). i 1,0p p^l 

II* 
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164 ' StnttT SOf^nltt. 

fo sf^t nact) $. 86 (4) unb $. 70 (3) bie ®(ti(^ung (4) übtxia: 

(l)Lin = Lm tLm (5). 

ünmeitung. SRafd^ei: gt(angl matt gu bicfcm fRcfttItate, toettn 
man Bon Der in %. 68 für b« SHffaenjat 

Pdi — Pm+l, Pm+I — PdH-K, .... PnH-t-1 — Pm+t 

dngeffl^irten SSejeid^mmg 

Dm+l, Dm+I Dm^-t 

®ebTaii(!^ ma^t unb ^ietitaiib bot Saanxrt^ bei (Eitttia^tnen 

^■i'"p" lijö^is+T +T;öi=+i^ ■■■■ +1:0^51?/ 

= K . 1,0p» (Bm+l + »m4.3 + .... + öiiW-O 
= K . l,Op" (l'Bni+l — i'flm+t+l) 

fefit. 

SS nitb atSbann 

_ K(^nM.i— JÖm+i+t) 

<"^" — p;; — ~- 

ob« na* g. 68 (7) Uta §. 70 (8) »lebtt 

(t)Lin ^-= Im — [Lm . 

»ttfpiel. 

(Sine SOiä^rise $cifon Häjtvt i^ren <Si(en ein jta^ital tton 

8000 Sffit., ttel^e« aber nur bann an biefelben na^ beut lobe uet 

ter(l(i^e(ten $erfon auebeja^lf wirb, toenn biefe inner^alfc ber fünf 

■ erften 3a^re (tirbt; »ie flrcß ifi ber baare aßcrt^ bie[er ffierjlt^erung 

bei 4 (jtcjentiaem 3i"öf«6«? 

«uftafunfl. 
liaä) ©lei^unfl (1) wirb 

w^o =■ I«o — tl^o- 
- 9iun ip ab« nac^ §. 68 (4) 

/ 0,04 , \ 

1^ = 8000(1 -Ym^^"} 

— SOOojl — J^. 5,20228 

= 8000.0.B3lägg8 _ gggg 32 
1,04 
unb na4 bem Seif^iiele gu §. 70 

jLm = 2518,89; 

isiLgo — 6399,82 — 2618,89 = 3880,43 9H(. 
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iHt^ming3atttn, rocl^« fiift auf bit men|*fic^e ©terbtii^teit gtüitbCT. 165 

§. 73. ätufpbe. 

(Sine mjÄIjtiflt ißetfoit fict)ftt t^ren Stttn tin 
Aflliital K, bai benftlbcn abtt nun in bem Salle 
aufibeja^lt wirb, wenn btt SJerfirfierte im Sauft ber 
ttfientSa^re ftirbt. SBeli^e ^Jiämie (t>L'„ I)at jene 
$tcfon ju Slnfang eintd ieben Sa^refl raä^rtnb ber 
t 3a^te resp. bi$ }u if)rem Xobc an bit f&ant ju 
enttit^len? 

Sfuflöfung. 

StröÄfiditigl man, boß bet baare äBtrttt bn Sfl^reöprAraien 
gltt(^ bfm baareit 9BtTt^ einci auf t ^atfit ttmpmättn vor« 
fdjfiffifl'" Stil»«"!« im ©etrflflt (t)L„, aifo 

iinb b« Eaare 9ßctll) b« ©anfftiftunfl iwdj §. 72 o««fltbtüiIt 
tfl bur(^ 

fo ttfj&U man bie ©Itti^ung 

mL'm.(t)'em = «)Lo. 

unb ^{erouS 

y/ {t)Lni ,,, 

»'^"-ÄT «• 

-SCnmeituna. 3lu(^ in ben ^ei k^anbelten ^Uat gen>£|irt b!e 
»anl gegm 6t[onDere ©nlagen bit Wütttwirgütimg bet f*Dn jdeipeten 
einlagen o^ne ainfen, im galle b« Kob be3 aSerfitSerteii nitft inner= 
Salb 6er ftjigefe^tcn 3ett etnlteten foBle. Slie in biefem fJoBe ju 
mai^nbe baan <£inlage ob» Sa^ttSpirämit }u be^hnmen ^t Ctine 
©dfimieriateit, menn man nur beat^Mt, bog fiit bot ^faB ein« booten 
lEintoge bie SSairf na* t Qafittn bit ©urame Pm+t . ci)I«n , aI|o baar 

Pin+l.(t)Lm 



1,0p' . Pm ]9m 

me^t lommt , fomit bog im galle iäfiriitfier ^tfimienao^Vung bie SSant 
na4 t ga^Ttn 

t.pDi+t.(t)L'ni 

Prämien, alfo baat 

t.P„+t.(l)L'n. 

],Opt 

juiUdjugeben ^at, tooranS fi* fUt eine ba Pm !ßeifonen bn SUc^ibtltag 

t.Pni+l.(t>L'm _^ t.ym+t.(t)L'm 
Pin.],Op' fm 

ergibt 
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166 äSitrt« «bfctjnitt 

Sine SOi^^iige ^etf"« fi^cit i^ten (Stben ein fiafiitat w>n 
8000 2111. , baS benfel&en aber nur in bem Saffc auebeja^lt mirb, 
ttenn jene ^etfon im Saufe btt etfltn 5 3a^re pitbt. Sßett^e 
Prämie ^ttt bti ajeifii^erte roä^ienb ber 5 3a^te resp. bi9 ju fei= 
nem !S:obe ju entri^ten, tventi bei S9e»<^nung tin 4projentiget 
äinsfug jU ©runbe gelegt wirb? 

Äufiefiing. 
^ad) ©lei^ung (1) tfl bie $rSmte 

(«I'so r— ■ 

(s) Vso 

3iun ifl aber itat^ bem S9etf)>iele gu g. 72 
,s)Lgo = 3880,43, 
ferner na* §. 50 (2) 

8,3508594 — 2,6202336 

= -' = 3,56997. 

1,6052315 o,o^^^,. 

m\6 Wirb 

,, _ 3880,43 _ ,„„,„,„ ™. 



b) ißrÄinienbftfti^nung für bie Bcrfi^ecung »eu 

bunbenet Sebtn. 

«) VcTfii^tning anf btu Soli in 3ntt^b(nbcn. 

§. 74. «Mfflafte. 

©ine m* unb eine niä{)rige '4iti'fon VtTfidtein ifjt 

Seben in bet ^txft, bog ber einen am @nbe bti 

Xobedja^red bei anbeien ein JfA)>ilat K »on bec 

3Jerfi(^ecung«anf)alt audbejntilt miib. aBte grof iß 

bie JU madjenbe bflfite ©inlage 'Ln,,„? 

3lufl5fung. 
Sleljnien wir an, ba^ gleic^jeitig ?„ . ?„ folget 5panre bei 
biefet ißetjitijetunfleart ft^ bet^eiligen, fo ifl nad) S. 52 bie 2In* 
ja^l bei im Squfe bed 

Iten, 2ten, ... 

3rt^rt6 oufgelÖpcn $aare bet Steige noi^: 

Pm . Po — Pm+i . Pn+1, Pm+l ■ Pn+1 — Pm-j-I ■ Pp+B, - - . . . 
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fflecfinungäarttn, n)el(^e fii^ auf Die iiKiifdiliite SterWii^leit griinten. IG? 

folfllic^ tp bie baaxt MuSgabe ber SSanf, wenn man fKft, im 
gflUe »erbunbeiu 5ptrfcnm in rintrii unb temfel6tn 3at)rf perben 
foUttn, tai JFopital ben ^tben bcö julfßtßerbfnben am @nbt 
b(« bftttffmbcn ^a^xti juflt(lfllt benft, 

_ K / °°'-°" P m+i Pn+t _, Pm+l • "n-i-l — Pm+i- f n+3 , 1 

"" i 1,0p "^^ 1,0p» "•" ■■■/ 



1,0p ^ 1,0p' "^ • • ■ ■ ( I 1,0p ^ 

1,0p' +■■■■11 

' P ( l,Op-+' ^ l,Op»+' ^ /J 

-K[l,Op— (J)..P. + J«.i.P.+. + ....) - 

l,Op- ()).+, . Pw-i + ».+. . P,^, + . . . .)] 
- K [1,0p—' . i-( J. . P.) - 1,0p- (i(J). . P.) - J). . P.)l 

= K. 1,0p. p*^^ - m. ■ P.) + «I» : P.] 

-K.l,Op-[t.„.P.-(l-,-L)^(»..P.)] 

_ K . 1,0p. [jl. . P. - ^E^». . P.)] (I). 

!Dit btiait ISinnaifmt btr SanF ifi bagegtn 

— P. . P. . >L„,. (2). 

aus (1) unb (2) folgt bit Slticliunj ; 
P. . P. . 'L.,. - K . 1,0p» [jl. . P. - ^2t.P^ ■ P.)] 
unb t)ietau4: 

.L.,. = -'$-P[,..P-»|t.(,..P.,l 

= Kri-?.°E.^#^l (3) 



' 1,0p- J)„.Pa 
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obn nad) §. 52 (6) 



1,0p 



■ W 
(5). 



»eifpier. 

(Sine 88« unb eine 85iä^rtge ^erfon eecfii^ei;!! t^r ititn in 
btr äSeift, tag tei einen am Snbe beS ÜTobedja^ted bei anbextn 
ein £a)}itäl Don 8000 Ml. con bev aStific^eiungdanllalt au«bejat|tt 
toitb. Wit giog t|l bie )u ntadfenbe baaxe Sinlage Sei 4pTci)en: 

StuflBfuns. 
3Ia^ ®Iei<^ung (4) ^t man 

~ 1^ ' 

9}un ifl abtx mäf bcm 9eif(tiele 3 ju §. 52 
^'pssBfi ■= 2,59864, 
olfo 

tW = sooo(.-«^^) 

— 8000(1 — 0,099947) =. 7200,42 5W!. 

§. Ib. aufsdbe. 
eine m» unb eine niä^tige 'jßerfon »etfit^etn ifjr 
Seben in bet ffiJeife, baß 6er einen am Snbe bt« 
Xobeftfol^ted ber anbeten ein JCa))ilaI K ton bet 
aStrfii%etun3«anilalJ audbejnfttt wirb; lule groß iP 
bie biö jum eintretenben XobeSfaüe prauDume- 
rando ju (tifienlie 3flt>teßprftmie ^LVn? 

Sluflöfung. 
!£ia bie 39anf[eißuns bie gleid»e blettt roie in bet vorbei« 
ge^enben Slufgabe, biefe aber noc^ $. 74 (4) außgebtöilt ifi bur^ 

•^■■=4-w"H •« 

unb bet baate SBert^ bet 3at)reöprAmten gleit^ bem baaim 
SBett^e einet »otfdjöffigen aSetbinbungStenie im Setrage 
von ie ^li'm.u auf bn« lütjejie Seben, olfo 



n,g,t7cdb/G00glc 



dtecbnuttgSoTten, wld^ fii$ auf bit menfc^Ii^ ©tftblulOtflt grtiitbtn. Ißd 
= tLVn.^Vu (2) 

i% fo tx^ilt man butc}} ©Itii^ftßutig btx ^MizMt (1) unb (2): 
unb ^ierau« bie Ißrämie 

-i^.-m w 



-H^'.^-?^) ^>> 

»eifpiel. 

SSet^e Prämie ^nben eine 8S: unb eine SSiä^rige Reifen an 
eine Se^endceific^eiungSanftoIt piaenumeiando ju jaulen, bamit von 
tiefer btt einen am @nbe beä S^obeeia^tcfl ber anbeten ein ffapitol 
Bon 8000 SK(. auabejfll^It njeiben tonn, aenn ber B'^^f^ß i" * % 
beregnet toitb? 

aufiöfHng. 
mi) ©leic^ung (3) ip 

tr' ^.35 

ober naq bcm SeifpieU }U §. 74 

**'** 2, 59864 ' 



|9} )lR|i4tniii3 nf kcn Cd! tu 3iilttt|lcttitn1l(a. 

g. 76. Sbifgabe. 

(S(ne m< unb eint njä^tigt $erfon verfic^ern i^r 
8e6en in bet Söeife, baß bie @iben btt jultt'fl"« 
benben nai^ beren Sobe oon der ©anf ein flapitat 
K auflbeja^It btfommen. Sie groß if) bet baate 
aßert^ +tL„,„ tiefet ffietfi^erung? 

Slufldfung. 
Stemmen wii an, baß iebt bteftt ißerfonen fiifi auf leben«* 



...Google 



170 Sierttr «6f*nitt. 

lAiiQlit^ vttflc^rrt ^Atte, fo vo&xt btr SEtaArtvtrt^ kibcc ^tf 
fiditTungtn 

= L„ + L,. 
3n biefem gaUe »ütbe aber Ut ©nnf beit bnattn Sffiettl) 
efm« ffapUal«, rotlt^tfl mit bm Jiobe beö 3iitrflfl«rl'mt>en fällig 
wirb, ju viel i(i(len. bringt man btmnac^ bitfm SBcttl) tL,n.D 
an »otfl(f)tnb(t ©umme in atjug, fo btfibt für ben Derlangtm 
©aatwtrl^ 

"L„,, = L„ + L„ — ■'L„.„ (1), 

ob« wenn man nad), 8. 68 (4) unb J. 74 (4) bie bttreffenbm 
äBtctf^e tinfüErri, um bcn Saarrcttt^ in Stibrenten nuöjubrfiif tn : 






ober nai^ att»9ngcT Slfbuclion 

-L^„ = k[i - ^^^(>„ + 'e. - ''Kn)]-(2) 

= k[i - 1^ (e™ + e„ - V. 4- 1)]...(3), 
obEr au^ nai^ J. 56 (5) unb (6) 

»l... = k[i-»^.V.] W 

-K[l-?Ä(,,„ + t,j (5). 

«eifpief. 

Sine 88= unb eine 85jiibti0£ Reifen oeifii^ein t^r Seben in 
bct Sffieife, bag bit Stben ber julefelpttbenben ttad) beten Sobe »on 
bei a^erji^eruufieanßalt ein Kapital »on 8000 W. audbeja^lt be= 
lommen. äSie grog ift bei baare ÜSerfn^erunseiDeit^ bei Setei^nung 
4 projentiger 3i"f*"^ 

auflBfung. 

maä) @tei(^ttB8 (1) ip 

Dbet ba mä} %. 68 (4) 

/ 0,04 , \ 

1^8 = 8000(1 - Y^-Vss) 
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fflec(inungSQrten, iwt«t fidi auf We nien(4rtiJ^ @tei*Ii(^Itit grflitben. 171 



1 1,04 / 

= 8000(1 — 0,13808) 
= 8000.0,86192 = 6895,36, 
nai) fcem SeifpieU ju §. 68 

Lg^ = 6670,0424 
unb m^ bem Seifpiete ju §. 74 

s. *^8M ™ 7200,42 

•1*' %8 86 =■ 6895,36 4- 6670,0424 — 7200,42 

= 6364,9824 m. 

%. 77. aufßofic. 

(Sine mn unb eine njAftrifle ^erfon »etfii^etn itir 
«eben in ber Sßeife, baß bit (Srben bet juleetfter» 
benbeti ein ffapital K von ber aSetfit^etungSanpalt 
au86ejal)lt etl)nlten. lÜBie groß ifl bie praenume- 
rando-ju leiftcnbe Sa^re^iirttinte, locnn biefette 

a) bis jum S^obe bet juerftfletbenben, 

ß) bis jum 3:obe ber juleftfterbcnben 
^erfon enltidjtet wirb? 

Kiiftöfunfl. 

3)et Saanoertl) bet Snnlleifiung bleibt in beiben giden 
berftlbe unb ifl m^ SSorlieTgt^enbein außgebrüdt but(^ 
+tL„,„. 

fflfjeii^nen mir nun bie Sn^reö^irilniie im etpen SnOe butt^ 
tL'm.n, im jroeiten b\nü) ^*I/m.n, \o ip bet Saorwcrt^ aller 
Prämien ober bie baaie @innal)me ber Sanf in fenem galle 
glei(f) bem 33aartt)(tt^e einer vorfdjäffigen SSerbi'nbunQftrente 
•L„,n auf iai törj«(le Seben, in tiefem bageflen gteic^ 
bem Saarwertlfe einer vorfcfjüffifltii SSerbinbungfltenfe ^L^^a 
auf baS Ungite Seben. 

«Wan erhält fomit für ben erfitn gall: 

'!.'„,„."■?„,„ - "L„,n 

unb für ben i(tt)eiten SaD: 

'"L'iii,n."ßin,ii = **Lni,n 

ivorau^ bejügltt^ folgt: 

-—-^-^ <« 

--=^=a^ «• 
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172 SSitrtcr «bfc^nitt 

Um bit Bnlangtt '^rämit nun in Scibrmtnt auSjubrüden, 
fä^re man in bft SDrmtln (1) unb (2) ble brtrtffmbtn SScit^c 
au« %. 76 (2) ober (3) ritt. 

Wtan et^AIt aldbann 

--•--^[^-?|-^ +'--'■->] (^> 

Seiflitele. 

1) Sine 88= unb eine SSiä^cige ^erfon »trfK^wn i^ Stitu 
in ber ffieife, tag tie ©tbra ber eon Seiten iule6tft"6€nben 8000 ^t. 
Bon ber Stnpatt erl^allen. Sie groß iit bie bia jura SEote bec 
juerjtfletbenben^etfonpraeDumerftndo ju (eiflenbe Sa^reSprämie, Wenn 
iprojentige 3tnfen beregnet »erben? 

aufUfung. 
9Ia4 ®Iei(^mig (1) ip 

'-'' 88-86 = k^T - 

ober bü na^ SSeifpieten- ju §. 76 ' 

ftLeg,gj = 6364,9824 
unb noc^ bem ffleifpiele 3 ju §. 52 

"'«88,86 = 2,59864 

2) Sffiie grog ifi in Bor^erge^enbet Aufgabe bie ju (eiflenbe 
^rSmie, toenn^foli^e bid jum Xobe ber jutegtjlerbenben Ißeifon ent= 
ticktet Wirb? 

aufißfuitg. 
SItAd) ©lei^ung (2) ifi 

?88 85 

ober ba nad^ bem 9eifpiele ju §. 76 

^L88.86 = 6364,9824 
unb nü^ §. 56 unb bem SSeifpiele 3 ju §. 52 
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Mt^mingSatten, ttel4« M («"f bU mta^Xidit ©terWitfiltit grünben. 1?3 



'?86.85 


= ?S« + 'ßSB 

-= 3,59102 ■+- 
= 5,31474 


— S8*i86 

4,32236 — 


2,59864 


88-86 


6364,9824 

5 5ll-d7d 


1197,6 W 





y) Xxfstf^titnt {tbnuiin|ültcciiit|. 

g. 78. «tufsobe. 

@lnem>> unb eintntA^cigt $crfon veifl(^tcn f^r 
Sfben in bei9Stife, baß bCe^anf btt lAngtr letitnbcn 
^erfon n(i(^ btin £i>bt bet anbettn ein Kapital K 
audjujAlflen ^at, bicftr $f(i(^t jcbo^ tntt)oben iji 
fo6a(b b(r Zebti^ail im Saufe btt erfltn a Sa^ie 
(intritl. SBit gro$ ift bcr baaie 3Strt^ Uin,,n biefti 
9Jetfi(^etunfl? 

91uf(6fung. 

9IeE)men »it an, bie beiben ^erfoncn tvArtn a ^afftt AUn 
unb Ijälttn fljr Seben auf ein Änpitat K ouf ben 3)ob bet 3uer|i» 
ftetbetiben verfit^til, fo tpSrc bei SSaameit^ bet äierfii^etungd« 
fuinmt füt^biefeö $aat nti^ §. 74 ouflgebrflctt burc^ 

unb tvAibe olfo füi bie in einem um o. Sa^re ^6^eten Sllttr 
(fbtnfctn Pbh-»-P»+« ^etfonen 

Piii+« ■ Pr+* • "^1^1»+«, »^ 

betragen, ivad auf jt^t biftcontitt ben SQtrt^ 

1,0p- ■'^»■^-'-t* 
flibt. 

3)0 aber flegenwAttig P„ . P^ ^IJaare leben, fo ffiitb für eine« 
betfelben btt bnate Betfii^etunflSroett^ 
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1?4 *i«tw atf^nitt. 

+r „ ym +» ■ "n+a jy 

iL/m.!. =- ~tt„ Pu~~ ' ■"+'■ °+" 

güIjTt man in bffft ©Int^ung brn 3Bfit^ von 'L 
n(i{^ §■ 7* (*) tin, fo fl(I)f biefcIbefl&H in: 

_ K. ».+..P„. H.f 0,0p \ 

.L». jt^rTPTT " M)p' ^»+''"+*)' 

1) SU bfinfelben Mffultale flcinnflt man ouci) bitt 
folfltnbe aSfttflt^tunfl: ' 

93on b(n Pm- P« 'JJanren, rotlt^e gleic^jtitig tim 
93(rfl(t)trun9 (ingtljfn, finb nnc^ bra 

(a+l)Kn, (a+2)ten 

^A^ct ber Sttittt nad) oufgrlöfl : 

Pin+S'Pn-Hi 1 ni+8+1. Pn+a+lj Pm+«+l • "n+ii-l-l "m+a+Z. 

3){{ Hart Stiftung ber Sant if) fomit 

T^ /Pm +» - Pii+« — Piti+ n+l • P.i-i-«+l , 

Pm-H+l ■ Fn+M-I — fm+a+i' ■ °B+» +» . \ 

r;opH-« " "•" ■'■■j 

1 ■ "n+a , Pm+a-fl ■ "n+a+l . \ 



^^r\^ 



l,0|i"f+= 

l,Op"+*i-i ^ l,Op"+*+» 

Pm+B+l ■ Pn+H-l + |'m+H-3-PiH-s+» + ■■■ 

_ K.l,0|.-[j|j^())„^,.P.+.) - ^()).*H-.-P»f^ 

- K.l,Op-[i^(J).+..P.+.) _ i()),+..P.4,) 

- K.l,0p-[jl,w..P.«-5||^(JP.+..P.+.j , 
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tftti^nungSarttn, mttä)t fi^ aiit bie menfi^Ii^ ^txbll^kit grünbtn. 1?5 
3>if haan iS innaifmt ttx Snnt ifi abn 

« p„ . p„ . :l„.„ (4) 

unb man txl)&U fomit «u« (3) unb (4) bit ©In'djunfl 
P„.P .:L™,„-K.1,0p»[jJ„^.P^. - |^^J)„^..P^)] 
unb I^EtiAU^: 

■'"-■•- J^I*"*-^'*- - |S|f-S()).+..P«.)]..-(5) 
_ "ril.1.-Pia; _ MP ».fP-H -^( ».4.-P. +.)1 

'H »..p. 1,0p' »..p. ■ jPw,.p.+n 

L JP..P. 1 1,0p' tl.+..P.4<, )J' 

ofcfr nnd) §. 56: 

_K.|).+..P^ 0,0p. \ 

n>ie oben in (2) grfnnbrn rouibr. 

2) Um bfe praenumerando gu jflt)lenbt 3a^rföMm'f j« 
finben, lonin birfe bi$ jum tinttcttnbm fZobfdfaQe bcr tfnm 
!)}tTfon entrichtet ntetben foD, i)at innn roiebei vorftetjcnbrn ^tf 
fi^erung^rcertE) burc^ ben Saanvcrl^ bft Sßeibinbungdtentt 1 
auf baö KrjePt Seben ju bi»ibiten. 

3) Sör ben gnH, baß unter aüotauflfetiung einet aufgef(f)i)» 
benen a3et(i(i)fruiifl bafl JtnVital an bie ©rben ber jule&tftetbenben 
'Jßftfon flu8bejnf)It werben foQ, Ijat man, um ben SBaarrocrt^ ju 
beflimmen, imter Serüdfidjtigung befl $. 76 iinnlog ju »et» 
fotjren irie oben. 

ffleifpiel. 

Sine 83= unb eine 80 jährige ^erfon f^üeßen einen Seben«» 
cerfK^erungöDeitiag in ber ürt ab, bag bie länger lebenbe beifelben 
vaä) bem Jobe bet onteren ein ftapital »on 8000 5W(. erhält, ootouS« 
gefegt, bag ber X^obeefaU fl<^ ni<^t innet^atb ber erflen G Qaf)tt 
ereignet. SHSi« groß i^ ber baare Slöert^ biefet ffierflc^erung Bei 
4t>rciientiger äM^nSerec^rtung ? 

3(ufIÜfune. 
n<x^ ®Iei(^unfl (1) felgt: 



...Google 



176 ^inttr abti^niti 

^ 0,9256510.37- ^-«^""'^^ 
ob« bä nat^ bem Seifptclc gu §. 74: 

n^^^ - 7200,42 
ip: 

.1*9,80 = 0,157351 .7200,42 = 1132,99 3 



§. 79. Slufflobc. 

@ine tD' unb cincniA^tise^erron ft^Ifc 
St6ena»erfi(^erunfl«ioettrag in btt ülrt a6, 
ttnigt von i^nen ein Aa)}ita( K <iuebcga()l 
lotli^t bit anbtrt äbttlebt, jtboc^ untcT bt: 
fet^ung, ba^ btt S^obtftfaU inntrl}(i(b bec 
3a^tt einlritt. ^it qxo^ ijl btt baaxt SBi 
bieftt (enHJoiören 3Jttfid}(tunfl? 

iSufHfung. 
9tt^min wir on, bet ffiecftf^ttungdvrTttag \ti üb 
bcn Bufi^fißci'f'tnben abgtfi^lofftn , fo wärt bn Va 
SanfCeifiung oudgtbrücft burc^ 

2)iefti iß abei offenbai um btn Vaarroeill) einer 
<iufgefd)obenen Sebendvetfic^erung ober um 

gu groß. 3Ran a^hlt fotnit ffir ben oeilangten 8aa 

,tL„,„ - tL^.„ - *L„,„ .... 

3ufÄ8r. 
, 1) 3" temfelben Mefultatt flffanflt mnn aut^ birr 
genbe Betrachtung: 

Seimen »it an, bnß P„ . P„ 5ßa(ire gleic^geilig f 
93tTftd}rcung bei ongefäljTtrn 91rt brt^eiligen, fo if) 
bet itn Saufe bti 

Ifen, 2ten, 

3a^re« aufgelifien $aaie ber fReitje nadj: 

Pm ■ P|i — Pm+l ■ Pn+1, Pm+i - Pn+1 — Pm+I ■ Pn+ 
Pin+t-l. "n+t-l — "io+'*"°+'* 
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^((^ungSaTttit, ßclt^e |ii^ auf bie inen|<|Ii<i^e ^tixlilii^tat grltnbtn. 177 

folglich, wenn bie Safjlungm b« ©anf ie an ta» <SnU bf« 
^af)xt9 fleftet rcetbm, ber fflaarroett^ bttfelben: 



1,0p* 



1,0p' 



[1 1,0p "^ 1,0p» + — -I l,Opl 



\ 1,0p "^ 1,0p« T- •■■■ -T i^op' II 

- K.i,or [jJj-())..p.+}).+,.p.+,+...+}).,+,-,.p.+,^.j - 
» ( Iß^l . P.+1 + ))„+l . P.+, + ....+})■+,. p.+,jl 

. _ K.l.Op- [i;ö^^(9- ■ P.) - ^(«l.+. ■ P.+.)) - 

, (^()).+,.P.+,) - i(JP.+„.,.P,H.,+,))] 

_ K.l,Op-[^<fc^)-=|!i^-i^^> - 

(^())„.p.)-,2-{»l„+,p.+,)-»-p.+>.+.-p.+.)] 

— K. 1,0p- [(1..P. -))„+,. P.+, 

- 5||(^()). . P.) - S(f^, . fJj] .... (2) 
^ie baare ßinna^me iß bagegen 

= Pn..Pa,toL„,„ (3). 

«Dian erhalt fomit ciuö (2) nnb (3): 

wljm,n =» H p- Pm • Po — ^m+t ■ Pn+I 



-JCT.!' 



, K 1 1 . ♦■-+' ■ ''w 



-5^|(^()),.P.)-^(}),^..P.+.))] 



?;:tp^ 

0,0p ,2()1..P.) - ^()).+,.P,H.,)l ,,, 
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178 »ierttt a6f*nitt. 

ob« mi) $. 54: 

Untft ^etfldfic^HEiung ttx ®lti(^unD (6) bi 
biefe @(ti(^ung A6ri in: 

ober nat^ $. 74 (4) uiib §. 78 (4) in Mt fttjoii 
©Uidjung 

2) 3)a bei baare SBert^ btt wä^tenb t>itf(t t 
merando ju leijienbrn ^ßtümie (oL'ni,n bem So 
»otft^üfftgm tempotireii ajerbinbiingörenlt aiiftSnl 
ivtil Hefe mneTl)alb ber t 3af)te bis jum S^ol 
^eibenbm btjogen, loit bie '^i&init nur ebenfo 
wirb, fo iß 

(.)L'm,n.{t)'Pm,n = (wLm.n, 



alfo 



Bti\piti. 



Sine 8S: unb eint SOjä^rige ^erfon i}etfi(^eii 
ein Sapital von 8000 fSJit. tmpot&x auf 6 Raffte 
Sängeilebenben. SÜtldift iaaxt Einlage iß }u ma^ei 
jtntiat Sinfen beregnet »erben? 



MufUlun 
3!«^ ©leii^anj (1) mit» 

9hm ip ain mäj §. 74 (4) 

^heM = 800011 — 


8- 

-th. 
0,04 fc 


.80- 


.BO 




ober ba 

0,04 „ 0,04 _,„ 

1,04- ^'■"~ I,04.J|„.P„ -^(»' 


■I • Tsc,; 


1 








... 




..Google 



SHtcBnunäSarttn, lod^e p* auf We nientt^tifSt ©tetbfi^hit fltttnboi. 179 

0,04 
= i;Ö4:o;925651ÖX7(^'^2^^"'^" + 0.7417077.32 + 
0,6062084.28 + 0,4800253.24 + 0,8956254.20 
4- 0,8170075.17 + 0,2438519.14 + 0,1758548.12 
+ 0,1409093.10 + 0,1083918.8 -f- 0,0781671.6 
-I- 0,0501071.5 + 0,0240900.4) 

= 1 ,04.0,9^56510.37 ^^^'^"^°^^'' + 23,7346464 + 
16,9736952 + 11,5206072 + 7,9125080 -f- 
5,8891275 + 3,4139266 -(- 2,1102576 -{- 1,40909,^0 
4- 0,8671344 -h 0,4690026 + 0,2505355 + 
0,0963600) 
0,04.108,3959810 „.«,„„„ 

= — — — — — = 0,121728; 

1,04.0,9256510.37 ' ' 

^hi.M = 8000(1—0,121728) = 7026,176. 
gern« i(t sad) bim Seifpitte ju §. 78: 
JLgB,8o ■" 1132,994 
unb e9 folgt fomit: 

(.)4s.B0 == 7026,176 — 1132,994 = 5893,182 SSf. 

() ttmfttäa ttbmnt4«ttntg aaf im Jtnlt^nbcrtcn. 

§. 80. ««fflofte. 
@i)it m> unb eint ojA^iige $etfon (((ffern btn 
@tbtn bei von btiben guleetjleibtnbtn ein Aapital 
K, baS aber nur bann jur $lueja^[ung fommt, 
wenn btibe ^etfonen inncT^alti bei eiflen t 3at)re 
ftetbtn. SSie gio^ iß bei baaic SSeifit^etung^nteitE) 

31uf[6fung. 
Stemmen wir an, bie beiben H^eifonen Ritten it)i Seben auf 
bie jultßtßtibenbe äbtii)au)it veific^tit, fo rodtt ber ®flamett^ 
audaebiA(ft burd) 

2)it abti Hi Safital nit^t au0beja^tt wiib, Wenn eint 
berfdben, obei au^ beibe bie"" t 3«^« Abtrieben, fo ifi f)ierin 
bti Saarwtrt^ tintr um t Saljre aufgeft^obenen 93et(iii)(runfl 
JU t)itl tnt^atttn. ^itftr ifl aber au^gtbrücft bind) 

unb man erfjMt b(i()er ffir btn »erlangten 9Jttfi(^n:unfl«iDfrt^ 

iWn = t^U,. -\W.n (1), 

II* 
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180 *t«tn «bl^nitt. 

ober mH) $. 76 (1): 

J^L„,„ =. L„, + Ln — tL„,n — +1 

Sine 83= unb eine SOjä^rige ^erfon fiebern 
Don t^nen jultgtflerlbenben ein Kapital uoit 8000 3] 
itut tonn jut auSjo^tunfl tommt, wenn teibe innei 
5 34ie fletfien. SBie groß ijl bet fioate Sert^ bii 
bei annähme eine« 4 projentiflen Sinsfuße«? 

«uflBfunfl. 
•Haä) (Slei^ung (1) folgt: 

giun tfl «6« na(^ §. 76 (4) 

1,04 ' 

= 800011 - ^('^88 + 

obet-ba 

^8j 4,2875928 

iVso _ 8,3508594 ^ 
^'" iJso ~ 1,6052315 ^'^*'^ 

»nb nac& bem ffleifpiele ju §. 79 

i, ■^'(yga.Fao) ^ 108,395981 _ 

^^■"^ ™ ttgT-PM 84,249087 ~ 

ijl, au(^: 

Ls»,8o = 8000 [l — ^(4,681973 + 5, 

8,16493)1 

=«8O00(l_Ä:M^^-^)-£ 
l 1,04 / 

getnei folgt au« bem ^etfpiele ju §. 79: 
JL8s,B0 = 1132,994 
unb es ifl betnna4 ' 

tilgaso = 5947,896 — 1182,994 = 4814 

E) Vtifiibniitis (rar Uiberlclinitg. 

§. 81. auffloBe. 
Qin mjä^Ttgct ÜNann fic^eit nac^ f 
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dicil^tmngSaittn, utlä)t fi$ auf btt tntnfd^Iidie ©terbli^letl grünboi. Igl 

fetner njä^tigtn (S^efrau ein Jta)}ita( K; mit atof 
ift ber ,6aare SHJert^ L„+.„ tiefer UtberlebuitflöBet* 
fi(^(cunfl? 

auflöfung. 

9It^mfn loir tin, ba$ gltidjjeitfg P„ . P„ foft^tr ^paart fli^ 
bet^ciligt fiabm, fo finb vcn tiefen nat^ tinem ^a^re 

(P„ — P„^,)P„ 
aWänntr unb »0» bt» (P„— Fnn-OP« SBithoen 

(P„-P„^i) (P„-P„+i) 
geworben. 

€e{)en wii nun vciaud, bit eine ^^älftt bei grauen fei 
i>Di ben juge^örigen Scannern, bie anbeit ^ätftt nac^ ben« 
feitten geworben, fo ifl bie Setzung ber ®anf naä; bem 
eifien 3fl^te 

= K[(P„-P^,)P„-i(P„-P„^.)(P.-P„+,)] 

= K(P„-P„^)fP„-i(P„-PH.i)] 

= |(Pi-P^.)(P„+PH.i). 

3m ainfang beö jweitm 3al)reö leben noi^ 

Pm+l . Pn+1 

i^aare. SJon tiefen ßetben im Saufe beS gWeiten 3fl^rt« 

(Pm+l Pjn+ä) Pn+l 

Scanner unb *on ben biefen angeljörigen grauen bagegen 

(Pm+l — Pm+s) (* H-1 — Pn+a)- 

3)tt Seifiung ber S3anf ifl bemna(^ am @nbe beS gleiten 
3a^red unter ber vorf)in in Sejug auf baS Slbfterben gemachten 
S3orau«fe&ung 

= Kf(Pm+l — Pin+l)PD+l KPnH-i — Piii+j) (Pn+I — Pn-^)] 

== K(P,n-)-l — Pm+s) [Pn+1 KPn+1 — Pn+ä)] 

=^ ■ä-(Pm+J — Pm+a) (Pn+1 + Pn+»)' 

®anj analog finbet mon, baf bit Seijlung btr S9an( am 
Snbe be« britten 3«f)tt» 



am Snbe beö iJierten 3af|r** 
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wirb. 

£ei Saarmcn^ brt $an(lei|}uno ift fomit 
Kr( P„-P. +il (P.+P^i) (F»H-F.>f. XF >n+P. 4.,) 
2L '."P l.Op' 

(P.+■-P.^^)(P•+.+J';+!0 , 1 

- - 1,0p' +--J 

_ Krp„^ivt-p..p,Hi-P.^ijP.:^«±Z.+i , 
~ ä[ i,cp" "■ "*" 

Pm+l ■ P n+1+ Pm+1 ■ P|t+i — P m+8 ■ Pn+l Pm+a ■ Fi.4^ . 

i,Op" ' "*" 

Pio+i-Pii4-a+Piii+a-PB+» — Pm+8-PiH^ — ^Pgt+'-F'H^ _i_ 

1,0p" "^ ■ ■ ■ 

KfP,^P. PwP,^. , P„.^,.P„+. , 
2[ 1,0p ^ 1,0p' "^ 1,0p' -1- ■■•■ 

Pffi . Pn+l Pm+l . Pn+3 , Pm+3 ■ Pn+3 , 

"^ 1,0p "•" 1,0p' "^ 1,0p' ^ — 

[ Pm-hl ■ Pn 1^ Fm+a ■ P|H-1 _. Fm+g ■ Fp+ä 

l 1,0p "*". 1,0p' ^ 1,0p' "<"■•■ 

_ /Fm+l-FiH-l _,_ Fa+J.Pn+ a , Fin+a-Fn+ 3 , 

\ 1,0p "^ 1,0p' "^ 1,0p' T ■ ■ . 

:.P.+ 
+ 1,0p— > l(l„.P»H + t),^,.P^+)).+,.P.+, + ....l 

- l,Op"/}).+,.P. + }P„+,.P.+, + }P^.P.+, + ....j 

- l,Op"(}l,>n.P,^, + )),,H-'-P.+. + }l.-Hi-F.+« + -...ll 

:£{»)»+i.p«) - ^J)„,+..P^i)] (1). 

I)fl abtx bfe bciate Sinnflljnie btt Sanf 

= P„ . Pn . L„,,„ (2) 

jf), fo erti^lt man burc^ ®Itii$fet)ung brr 9Iu0biu(fe (1) un 
(2) für ben ©narroett^ 
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§. 82. aufäftf- 

1) Um bi( praenomerando ju macljenbe Sinlflflf, »e(d>( fo 
lange btjogen tvitb, ald bad (S^e))aar nod» voßßinbig am itbtn 
i% jU «l)a(teii, t)flt man ben eben flefunbenen S3aatro«t^ but(^ 
ben Saamett^ ein» 9on bcfben 3!eifonen auf ba« füijejle Stbrn 
(Dorfc^üfrig) bejogtntn 9?erbinbung«rente ■= 1 ju biBibittn. 

2)tnn bejtidfntt L'n,*.ii bi( 3a^re8|)rfiniit, fo muß bie 
©leit^ung bfftefjm 

tvotau^ folgt: 

L'-, - fe^ (5)- 

2) Soll bie Strji^etunflefummt nuT bann jur 9uSj(iI)Iung 
foramen, njenn ber SKann innerljalb ber trptn t Sfl^re geflotben 
iß, ift a(fo bie UeberttbungdVfc|i4;erung tint ttmpoi&re, fo 
wirb btr 33aamtrtl) erlfalttn, toenn man in ber ®ld(^ung 
(4) uon jfbem bet brei legten ®(ifbtr ber rechten Seite eine, 
ben betreffenben SHierßBeTbinbunaen enifpret^ienbe, um t 3a^re 
aufgeft^obene Sebenflnerfli^erung fubtra^irt. 

»eifptel. 

@in SSjä^tiger CE^emann aiO nac^ feinem !£obe feiner S5jS^= 
rigen grau ein Äopital-oon 8000 Wlt. fiebern; wie fltog ijl bie 
baar jn ma^enbe Sinlage, uenn 4)}roicntige ^in^tn in Stec^nnng 
gebto^t »erben? 

Stuftöfung. 

^aä) @Iet(()ung (4) ifl 

^ 8000r 0,04 ^, ^ p^ „ %^ ,, ] 

Ißun i|l aber nai^ bent ^eifpiele ju §. 74 
0,04 
P^-^-'pM.gß = 0,099945, 

ferner wirb; 

f.. ».„ „ 1«M ^fw-P ..) »» ^(P»-))„) 

R.- *"*• ))..■ )>...p.. - J..- p...»», ■ 
_ -^(Pi.-.Ji.j) 

tl..PM 

- ,ni?SsL-T7i('»-».*8««2M + 8,0,3956254 + 
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dlec^nung^atttn, meiere fid^ anf t'ie menfdbll^ ®ter!ili<^teit gtfinben. 185 

6.0,8170075 + 6.0,2438519 + 4.0,1758548 + 
8.0,1409093 + 2.0,1083918 + 1.0,0781671) 

^ j-(4,8002530 + 3,1650032 + 1,9020450 + 



6,062034 ^ 

1,2192595 + 0,7034192 + 0,4227279 + 0,2167836 

+ 0,0781671) 
__ 12.5076585 _ 
- "6,062084 ^'°^^"^ 

■= 0,3170075. i7^'''=''''"'-^^ + 0,1758548.14 + 

0,1409098.12 + 0,1088918.10 + 0,0781671.8 + 
0,0501071.6 + 0,0240900.5) 

= ^3gg\^y^ -('*,1454823 + 2,4619672 + 1,6909116 -|- 

1,0839180 + 0,6253368 + 0,3006426 + 0,1204500) 
= 1M287085 _ 
5,3891275 
Solgli^ wirb 
Lestsd — 4000(1 — 0,099945 + 2,063276 — 1,935138) 
= 4000.1,028193 =• 4112,772 W. 



§. 83. aufgabra m Uebutifl. 

1) eine eS jä^tijjt ^«fcn »etfif^trl ifjr Sebtn auf ein Stapital 
von 3000 SÄf.; rotlt^e baare einlogt &at biefelbe an bie Sßet» 
jl^nung^an^ad ju machen, wenn äpiojeniist d>nfen beitc^ntt 
»erben? 

2) Saäel(^c« flapital fiebert eine SSja^rifle *ßrefon if)ren 
Srben, wenn blefeibe flegenwflrtis in eine 8eben8»ctfl(^erunga< 
anftalt 4992,53 W. etnja^It unb biefe vierprogentige Sinken 
in SRei^nung bringt? 

3) Sine 40j4I)rifle Werfen »erfli^ert if}t ?e6en auf ein Safi: 
tai Bon 10000 m., ntldft 'Prämie Ijat biefe[6e (ebenftlänfllf^ 
praenumerando an bie SSeifit^erung^anllall ju entrii^len, wenn 
biefe 3|pri)jentigt d^nfen in 91ed}nung bringt? 

4) Sine 85j&l}iige $erfon jat)lt lebendlAngÜ^ ju Anfang 
eine« iebm 3a^K9 192,9 SRf. in eine Sebenfloeifii^erung«* 
anflalt. Siel^eO Kapital Kälten bie Geben ber verft^erten 
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186 »ierttv afiff^nitt. 

5Pnfon iiadd bfm Sobe betfeiben aufl&fjaljlt, wenn t 
nung ein 4proimtiflet 3''n*fiiß ju ®runbe gdegt wirb 

5) fSint 56{At)Tfst ^ttfon fiebert i^im @tben ti 
von 12000 3Kf., büß benfelbtn nber nur in bem gafle 
toirb, Wenn bit Berfi(()trtt '-ßctfon nm innerhalb 

9 3a^re fHrbt. SBie flroS ifl bie ju mat^enbe (man 
Wenn Sprojentige ^in\tn berei^net werben? 

6) Sffiel^e« Sa'pital fitlKtt eine 70jaf)rtfle fßer 
@r6en mil einer 6aaren Einlage von 3000 9Äf., wenn 
tn( nur bann jur SuSja^Iung lommt, im %aüt bie 
$erron ni^t inncrEjalb ber trflen 15 Safere pirbt unb 
tige 3'nfen in 9lnf(f)Iag gebrai^t werben? 

7) 3Bie grog ifl in 9(ufg>ibe 5 bie 3U entci^tenb 
wenn aüt eingaben biefelbm bleiben? 

8) dine 64 jÄ^ttge iperfon »«R^ett it)r Seben auf f 
welche ben drben jebod) nur auftbejaljlt werben, im gd 
firf)erte ^tt^on im Saufe bft erfien 12 3n^re fiirbt. ! 
iji bet baare SJerfi^trungÄwertt) bei Sptojentiflem 3in| 

9) (Sine SOjä^rige ^ierfon tiat mit einer baaren @i 
5970,65 W. i^rtn Srben ein Äapital unter bet fflebii 
fldierl, baß fie innertialb ber erflen 5 3a^re fiirbt; wie gn 
verfti^eite Summe, wenn 4proj. Sinftn in Slnrei^nung 

10) gBerd)e ^rfimie i)at bie Sßerfon in aufgäbe 8 
flaft ju entrii^ten, wenn fiDe Angaben biefetben bleiber 

11) Sine 80 jährige 5Petfon jU^It praenumerando 
SebenöDeriidjetungÄanpatt 624| gjlf. wa^renb 5 3«^re 
SaDe fie innettjalb biefet Seit flirbt, bi« ju i^rem Sobe. 
Äa»)itn[ fi^ert fie bobur^ i^ren erben, wenn foli^e« 1 
bejadit wirb, im gaOe fie länger ali 5 3ioE)re lebt unb 
fen berechnet werben? 

12) (Sine 70» unb eine 87iät)rige !Perfon »erflijetn 
in ber ffiJeife, bng ber einen nad} bem lEobe ber an 
Äapital -Don 5000 W. nuöbejaf)It wirb. Sffiie groß ip 
SBettl) biefer Serßi^erung bei ©etei^nung 3 t)rojentigei 

13) (Sim 85ä unb eine SSjü^rige $erfon f)aben 
Sebeneoerfi^crung^anfiatt eine baate Sinfage »en 540C 
ma^t, Wofür bie eine nnci) bem Siebe ber anberen eii 
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9le(5nunaSatteii, todäit M ""f '"'^ mexi^äili^e ©tcrbtii^reit griinbeti. 187 

auöbtjal)(t bcfommt. ^it grog ifl biefed, bti Bugrunbtlegung 
eine» 4pt03enti9en ätn^ft'^f*? 

14) aSetf^e ^ramit i^ciUn in »ufgate 12 bie btibeit ?!«* 
fönen praenumerando an bie SMnfialt jä^rlid) 6i« jum eintreten* 
ben S^obeöfaße ju tnttit^ten, wenn aOt Süngaben biefetben 
bleiben? 

15) ©ine 85« unb eint SSiAfjrifle ^Petfon jaulen fo lanfle 
fie äufainmen leben praenumerando eine *^tämie »on 3i63,48 aWf. 
Sel(^efl ffnpitfll etl^ält bie eine ^etfon naiJj bem S^obt bet fln* 
beten, »enn 4ptojenti9e 3inf*n berei^nft metben? 

16) eine 70. unb eine 87jaijrifle *ßerfon |id}em ben ßrbm 
btr uon ifjnen juleöt perbenbcn ein Äapital uon 10000 W.; 
mit gro^ i|i ber baate Sßerfic^erungöniKt^, wenn bie ^'m\ta ju 

- a^/o bertdjnet roerben? 

17) Sine 85= unb eine 88i5^ti9e ^ßetfon fli^em burd} eine baore 
Sinlogt wen 3182^ <ffif. ben ©rben b« »on il)ntn jutejt jierbenben . 
wetitje« Äapital, wenn bei bet 93,tre^nun(i i% äinf'» "«fl«' 
fe^t roerbtn? 

18) Sfflelf^e '4)iAmie iß praenntnerando a) bü jum Siiobe 
bei juecflfiecbenben, ß) bi9 jum %o\n btr jute^tfttrbtnbtn $ttfon 
gu enttiifittn, wenn In 9lufgabe 16 bie Angaben unvtränbeit 
biti&en? 

19) Sine 85? unb tint 88 Mutige ^Ptrfon jn^len fo Inngt 
jit jufainmen Itben jai^rlif^ praenumerando eine ißrämie tton 
306i m. SaJel^t« ffapital tr^ält bie länger lebtnbe nnt^ 
bem Zott ber anberen, wenn ein 4 iptojtntigtr äin^fu^ 6f 
ttd)ntt reirb? 

20) ^enn in votE)trge^tnber Slufgabe eint ^ßtimie von 
149,7 ant. fo lange btja^lt roirb, ali no^ eine ber btiben 
sperfontn [tbt, mtli^ti Äapital erhalten flWbnnn bie Srben btt 
jultfit fierbenben !13erfon nati) beten lob? 

21) eine 64. unb eine Sliö^rigt *Ptrfon Dttfidfem i^t «eben 
in bti SBtife, b.a^ bit SBanC mäj btm %obt bti einen ber an. 
beten ein Äflpital »on 12000 9Rf. tinjHpnbigen ^at, wenn ber 
SiobeöfaD nit^t innerhalb btt erflen 6 Satire eintritt. SSJaö 
iß bet baare aSetjiditrung^mert^ bei Seret^nung Sptojtntigti 
3infen? 
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22) mnt 88" unb tint 65ja^rigt fj^ttfon ^a) 
fiaarm ffiinlage »on 1095,55 9)H. i^t Sfben i 
verili^ect, ba0 btr einen nacf) btm %ott ber anbtrei 
von bn 3}fi|ti$tmngdanfl(itt au0brjat)(t mitb, im ! 
nidit inntrlialb btr tißtii 4 3tiE)T{ erfolgt. 3Bit g: 
ÄaiJital, loenn bem 3'n8fufe 4% ju ®runbe ßeltf 

23) eine 64» unb eint Sljilfjriöt !ptrfon 
Stben in brr äQeife, ta^ bit eine nai) bem !£obt 
ein Äflpitat »on 8000 Wt. erfiölt, wenn ber Sob 
erflen 6 ^aijxt ttfofflt. Ifflit grof ijt ber baart 
a}tr|i(^erung bei 3% 3"nfen? 

24) (Sine 64> unb tlnt 81iAE)rtge $trfon {I(f)e 
btr jiileftt Perbenben ein SapHal ■oon 18000 m., 
bann jur 2lu«jal)(ung fommt, wenn btibt ißerfoi 
btr crPtn 6 3a^re ßerben. SBa« ifl btr baare ' 
niertlj bei Sprojentigtr 3'nfenbere(^Hung? 

-• 25) Sin 87iä[)riger aBann fidjtrt feiner 70] 
mä) ftintm Xoit ein S(a)fiital von 6000 W.; vol 
JU macljenbt baare Einlage bti Berechnung Sprojfi 
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9Jon btn ^dljeten ©leif^ungtn. 



A. fttnUitting. 
g. S4. a^on tim ^nltiatten im ifOsrateinm. 

1) $at eine S^i^C Ftfncn 6ejlimmttn 3Scit^, fonbein fSnnen 
berfelbdi roiljrenl) tintt Unterfutftung aüt möfliidjen aötrt^r btU 
gtFegt lonbtn, fo nennt man bitfrlbt »ecänbttlft^ obtr va^ 
riat>([, fm anbarn %aüt bagcgtn 6ejlänbig obti conßant. 

!Die tetänbctli^en So^tn lutibm getoöI)nli(^ bUT(^ bit 
legten, bit con^anten burc^ bte ttßen !Bu(^flabtn beS %lp^a! 
betö btjti(^nct. 

2) ^Ängt b« 9Bf«6 einer äo^f *o" «in« anberen in bet 
fSitl^e ab, bn^ iebem SSJett^e von biefrr, (In befümmter üffiert^ 
von jenet entf^jddjt, fo f)eißt bie von ber anbeten ab^&ngige S«-^^ 
eine iSnnffion berfeltten. 

®o i(l }. S9. in bet tSIeiäfung 

y = 5x — 3 
y eine Sfuntion "on s; tum fttt iebm aBtrt^ uon i iniKr^alß bei; 
iSnniat x = — oo biä x = -f- «^ ip >iet mxtt) Bon j fiejHmmt. 

e6en(D flnb feetanntti* «a x, coa x u. f. ». gunftionen beä SBinlelS, 
Dbn Cogens x. 

@ft iß flar, baf biefe Sejie^ung eine gegenfeitige i|l unb 
1$, njenn y eine Sunftion »on x ift, outft x tint gunftion 
on y fein muß. 
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^iiiirtcT a&fif)iittt. 



3) Um bfe ttYolüfnit !9t)I)&ngigffit ju fcnnjtif^t 
gfwSfittlic^ bn »cräntitT(i(^tn ^afjl tintn bcr Sui^ 
SP, ^ IC. Dor unb ((^teibt furjEfin: 
y = i(x) obtr y = F(x) ob« y = <p(x) it. um 
ba^ y tjne Sunfiion von x fei, wo ab» ber ^uSbn 
ein von x ab^ängiged ^onom, ^ol^noni it. btbeui 
,4) 3^ in tintiSunftion bit3itidnbtrli<^t x mitb 
nur bUT^ bit \>ux ©runboperationen otrbunben, 
jle aie %afl$ von ^otengen mit conilanten @r))om) 
bitftibt tine algcbraifdjc, in jebeni anbmn i 
eint tranStenbente Sunftion bti SSaiiabeln x. 



©0 rmb j. st 



algt6raif*e, bagtgen 



«• + ax + b, 

7i' + 3X* + 6x 4- 5, 

- b f"x» + X log a 



a> + b 



^ b'-e-. 



C + d c 
ttonScenimte gunltionoi ddh x. 

5) Sine a\Qtbtai\^t Sunftion iftcntotber xa 
irrational, je nat^bem in bnfelben bie aäeränbei 
ganjtn ^otenjen, ober nui$ unter einem aüurjelj 
ttia« bamit WertinPimmt, mit gtbr offenem ©ipon 

©0 ip j, «. 

ax* + bx' + ex» + dx + f 

eine rationale, bagegen 

a" - }hT^ + X* 
eine ittationaU gunttion oon x. 

§. 85. ©tettge Sunttionen. 
l)3P 

y = f(x) 
kflenb eine Sunttton ber aSeranberliffien x unb mar 
eine ®r6^e J wat^fen, fo flefet bie gunftion ä6et ii 

K^ + i) 
unb nimmt fomit gu um 

f(x + ä)~ f(x). 
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9Biit) nun innttlftafb jioei'et Sed^t Bon x, j. ©. »oti x = x^ 
bid X >=« z, für jtben Mtxtij Ux SttAnberlii^m mit unenblicf) 
tUintt Riftbtnbem d bitfe Siffrimj ftlbß untnblit^ fltJn, fo fagt 
man, bit Sunltion fei (nnerljfllb b« ®rmjen x = x, bid x = x, 
ftetifl. 

Seifpitt. 

3ft 

bie t)OTge(egtc Sunftion, totiäft auf t^ie ©tcttgftit untcrfut^t werbm 
foQ, fo ^at man 

""» «• + ■')- t") - ,-^ - i - - iöT^- 

^ nun biefei ^{uSbcuct füt aUe äßert^t eon z fort unb fort 
Heinet »irt, wenn d tiö jut SRutt obnimmt/ unb nur für x = 
in oo flbetge'^t, fo ifi bi« »orgttegte gunttion fletig oon x =• — oo 
bis X = unb i'on x = bie x =- + oo, bagcgen unfletig 
unb glei<^ oo für ben befonbeten 3Bcrt^ son x. = 0. 

g. 86. &MvmQm- 

1) 3)it aBflemtint gotm einer georbnettn, auf 9lua rebuditen 
©lei^ung vom nttn ®TAbt ifi befanntli«^ 

x° + Äix"-i + A,x"-« + ■ ■ ■ + Ab_, X + A„ = . . . (1) 

TOO A,, Aj, Ag, . . . An-l, An 

beliebige reelle ober imaglnire €oefftcienten (bie SlvS ni^}! au^^^ 
flef^Ioffen) bejeit^nen. 

anmerinng. ^ft näm(i(^ baS bie ^I)d)f1t potent non x ent^altenl» 
®firt mit tinm odii ber ISin^it oetfc^iebenen <£(xFficienten beljaftet, fo 
tonn bieftt ftetä babutcft befeitigt loerben, ia^ mon tU ganäe ®let(6una 
bur^ öenfrtbtn bieibirt. 3)teä Ki^tiertigt bie annale, baß Me uor- 
ftebenbe ^orai (1), in melcbei fcem elften ßliebe lein be|onbmr Soerficitnt 
beigegeben ift, eine Bbtfifl al%emeine fei. 

2) 3Jie Iin(e 6eite ber ®Itiii)unfl (1) nennt man beten 
*pol9ttiim. Solan be^eic^net fol^e« in b« iRegel burt^ f(x) 
unb f^rcibt batum fiatt fenet @lei(^ung>futjl}in: 

K^)'-0 <2) 

3) 3tbct reelle, ober iinagin&re Sluöbtud, meieret fät x ^u 
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192 Sttnfttr «bfc^nttt. 

ft^t, bae ®(ti(^ung«))D(9nom auf Xull rebucitt, alfv obiger 
®I(ic^ung ©tnögt Itip«, ^eißt cintfflävjtl tbm biefn ©(eit^ung. 
©0 Pnb j. ». — I, 2 wnb ä 

i» _ 4xS + X + 6 — 0. 

3)(nn fü^rt man ber pfifft na4) für x jene brei Striae du, 
fo gel}! für jeben beifetben bte tinfe ©eite in SIuO über. 

4) iffltiin ni^t au^biücflti:^ bai ®cgmt^ell btmtxit i% 
mtltn mir In ber golgt ptte bie Kotfficimtm 
A„ Aa, Aj, ... A„_i, A„ 
bei einjtintn @Ittb» btd ©Uic^ungSpolt^nomd aI9 rttU tot' 
auffegen, ba bie entgegtngtfftttc Sliina^me bem B^t^t bt« vori 
(itfltnbtn ffierldfen« buri^auö ferne liegt. 

b) Soffen Wir in bem ©lei^ung^lioi^nom z um «^ junt^men, 
fo roirb 
f(x + J) « (X -fl J)" + A, (X + J)"-> + A, (X + *)"-* 

+ . . . + A„_, (X + J) + A„ (3) 

ober nenn man bie angtbeuteten $otenjiningen na(^ btm bino» 
mif^en (§. 15) ©a$e entroicfelt: 

f(x + rf) = X" + (") x-irf + W x-M» 4- . . . + <f" 



1 

Q— 2 

1 

+ A„_, (x + rf) 4- A. 
ober 
f(x + <f) =. x" + AiX—» + AjX-^ä +..._!_ A„_, X + A„ 

All- -(°T>''-'+(°7'*' 



')«" + ("7')A.i-'+C7')A.z-.+...+A._. 
■■■+^' [(„° i) I + A,l + J. (4). 
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3ur abfüijunfl f(&t man nun: 
x- + A,i— > + A,x'-' +'■... + A. — i(i) 

+ f° Y ' A.x—+/° Y^ .1"+. . .+A. _ , _ f,(!.) 

2ji"-+j°'Y'jA,x->+j°"Y^JA,i— +...+A._,_f,(i) 

'^)A,i"->+...+A._.-f,(i) 



(5) 



(_^_jj x + A, =ni + A, - f._,M . 

(:)-!- f-w 

unb nennt bit gunrrionen 

f,(x), f,(x), f,(x),...f,_i(z), f„(x), 
bnnt SSUtungdgefttt aufl ber iebtSnml junäi^ft uortfecgt^cnbrn 
gunttion ou« corfltfjfnbtr Iiarftrilung fEnt auögefpro^m ip, bft 
abgtUittten obtt btrivirttn Functionen. 

£urc^ (Sinfü^tung biefer 9ejct(^nungen in ®(ei(^ung (4) 
fle^t bitfelbf üb« in: 
f(x 4- d) =- fW + Jfjx) + <J»f,(x) -t- <I»f,(x) -h . . . 

+ rf»-> f„-i(x) 4- <»" f.(^) : (6). 

Um bit S3(lt)iingeueife ber abgeleiteten gunftiontn noc^ an 
eiBem numetif^en 33ei[piele ju etlSuttrn, fei 

£(x) = X* — 5x» + 6i* — 4x + 3 
ba8 vocseleete ©leidrungSficlqnom. 
attan tf^Slt no^ (5); 

fi(x) = 4x* ~ 5 . 3x» -I- 6 . 2x — 4 

=. 4x» — 15i* + 12i — 4 
,, . 4.8 , 15.2 , 12 
^(x) = ^ X« - -^ X -(- - 

= 6x» — 16x + 6 
,, . 6.2 15 

— 4x — 5 



f,(x) . 






g. 87. Hufoaben m Ue6uns> 
^ie abgtieitttm gundiunen nai^ftebtnbei ©leidfungdpol^no' 
.nirn i^a bflbrii: 

6t>iV, ingiiniint 9lrltl)ni<tlt. II. I. «ufl. 13 
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l pnitet a&|*nüt. 

1) i' + ix' - 7x + 8. 

2) I' - lOi» — 15i + 12. 

3) I' + 8i" + i6i' +■ n% + 20. 

4) i' — lOi' + Wi — 40. 

6) x' — 8i' + 12i' — 17i' + lli — 18. 
6) x' + 12i' — ix' + 3x' — 2x' + 5s — 



B. ^Hlgemeiiit ((i()tiifitaflni in t)i\)tan (tlti 

§. 88. üdniols. 
!t>a$ @lei<l)ungflpo(9nom 
f(i) — X" + A,i-' + A,x—' +.... + A,_,: 
i^ eine flttigt gunclion von x. 
8tn>ti«. 
Btit man x + rf Pntt x in bem ^ßolijnom, fo 
nai^ S. 86. 5 (Bl. (6): 
f (X + *)- f (X) - *f, (i) + .)'f, (x) + .... + *^ 

+ J- f. (x) 

9tc^mm wii nun junäi^ll an, bit SuRctiontn f,(x), fg() 
feien f{immlli(^ l}ofitiv, fo fann d j}tt0 fo fiein ong 
»ttbtn, bag ber abfolute SJertlj »on 

Jf,(x) + *«f,(x) + .... + *-'f._,(i) + J- 
Keiner wirb, ali jtbe not^ fo flelne di^i ^■ 

2)enn bejet(^net g ben fltfi^ten bet SJert^e fi(x), f,(x; 
fo Wieb offenbar 

ff,(x) + *'f,(x) + .... + J"f,(x)< «, 
wenn 

g(J + *' + »• + .... +*■)<" 
ober Mi) Hl. I S. 200 (2), wenn 

iß. Sür «f < 1 ift biefe Ungleii^^eit aber erfüllt, foba: 



alfo 
angenommen wirb. 



* < 



g+a 
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Son ben tfifftxtn Wdijnnqta. 195 

®tnb dnjftae bH guncliontn ntflatft), fo gift bitftß SStfuftat 
nur um fo t^tr. 2>a man nun a fo flcin anntt)tnm, alfo bit 
tt^te ®(ite bft ®[tid)ung (1) btr ÄuB fo na^e bringen fonn, 
als man nur toiD, Wtnn man nur «f tntß>Tc^tnb btr 9tua fi^ 
nfi^ttn I4ßt, fo iß f(x) mü) %. 85 dnt pettgt Function uon x. 

äufH«. 

1) ©inb in bem ®lti(^ung«po[?nom f(x) bit Soefireitntni, 
fo wie z imaginär, fo if) bafftlbt benno^ jletig. ÜJtnn ft^tn uit 

X = p -|- iq unb <J = £(r + iB) 
fo nimmt obige ®l (1) bit gorm an: 
f(x + rf) - f(x) = «(P, + iQ,) + bHP, + iQ,) + .... 

« »P^ + *»P. + ... +i(*Q, + «"0. + ...) 
= L + iM. 
9Iun fönntn aber nai$ Obigtm L unb M, alfo au^ 
L + iM bttitbfg (({fn gemacht werbtn, unb fomit if) f(x) na(^ 
S. 85 eine fitllge Function von x. 

2) Kimmt baS !ßoIvnom f(x) oecfi^itbent ^H^tn an, Wtnn 
man fn btmftlbcn z = a unb x =» /? fet^t, fo litgt jwif<$en 
a unb ß iebcnfaUS ein SUtrt^, btr für x gtft^t, bit Sunttlon 
f(x) in «Uli flbttfil^rJ. 

2)tnn,ivAre bltftfl nli^t btr SaD, fo mäßtt bit Function 
f(x) plö$(i(^ von tintm tiofEtivtn Strikt in einen ntgativtn 
überfpringtn, naS unm^li^ if), ba fit na<^ Cbfgtm ffii alle 
iSeit^c von x fietig vtclAuft. 

§. 89. St^rfoft. 

3n btm (SHtidjunQ^ptl'^nom f(x) fann x immei 
fo gtn)A[»lt wtrbtn, baf btr abfaule 93trt^ bt« 
(iften ®ntbe« X" größer wirb aii bte Summe aJIei 
folgtnben ©litbtr. 

StUJti». 

Safftn wir bit Sotfficitnttn nur in ^infitfft if)tti abfoluttn 
SBtrt^cS in'd ^ugt unb btgtlt^net A^ btn größten btrftibm, fo 
iß offenbar 

X» > Ajx"-' -I- Agx»-» + A,x"-' +.... + A„ 
fobolb bie Ungltid}^fit ftattfinbet: 
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Pnftet «6f4nilt. 








!■ > A,I 


-' + A,i— ' + A,i— ■ 


+ 


.... + 


A, 


ottt 

I" > A,(x 


— ' -t »""' + «■"" + 




+ 1) 




ob« mif Hl. I. S. 200 (2): 

"" ä *> ?^r 

Sitft Stbingung trfällt aber 









3)f)in für bicfm SBettl) ttflibt fi(fe: 

(A, + 1)" ^ (A^ + 1)- - 1 

.was ungwnftl^afl ri^tig ifl. 

<Ss Qtn&Qi U)t aUx ganj aOgemtin: 
X > A, + 1, 
ofcti: X = Ag + 1 + a 

wenn a irflcnb eine po|itit>t 3a^l btbtutet; btnn man er^It 
alebann bje {ebenfaUd tid^tfot Ungle^uni) : 
. (A. + 1 + „). > (^■+' + »)--' 

' + 57 . 

äuffiße. 

1) 3n bem ®[tid)unfl«po[ijnom f(x) faiin raon fflt x immer 
einen fo gropen pofJtiven SBerl^ annehmen, baß f(x) tjofitiv wirb. 

2) 3ft ber ^ö^fie @rponent von x in bem ©leit^ungSi 
polpom ungeiabe, fo fann man ■ fftt x einen fo großen 
negativen SSedf) annehmen, baf f(x) negativ tvirb. 

3) iBorße^enbt ©iße in aSerbinbung mit S- 88 3uf. 2 
fä{)ren ju folgenbe« ©djiüffen; 

«) 3f) ber ^ö#e @it)onent ber ®(eii^ung 
f(x) = 
'gerabe, baö (epte ©lieb negativ, fo liegt fowo^l jwifi^en 
unb + oc alfl nu(^ iWiff^en unb — <x> eine SBurjet 
btrfelben. 

,3) 3p bet ^Öc^pf erponent ung trabe, fo liegt amif^e 
um oo eine SSurgel bei @(et({)ung, roenn baS letzte ®Iir 
negativ ift, bagtgen jwifi^en unb ~ <x eine Surjef, »eti 
ba» leßte ©lieb tiofltiv if). 
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anmertung. Sidet&tn Sltfntlate ^obot natUiIid^ in oitologtr 
aiitife aiid^ bann noi^ ISiltigteU, toenn b» Cocfficienl beS n|lcn MclxB 
b{S ^Dl^nomä eine oon bei: ein^tt wifdgiebcne go^I j. S. A, ift. 
SRon ffat aläbann mtt ^' ßate A, ju fegen 

aeifpiel. 
es fei 

f(x) -= x" + 4x* + Si» + 6x + 5 
ba« scgcbenc ^ol^notn. 

3)a unter ben (Soefficitnten 6 bei gtB^te tfl, fo uitb itm^ 
Obigem für . 

X = 6 + 1 = 7 
x» > ^ix* + 25» + 6x -t- 5 

anmetliingen. 3) 3n Biden^ffiDen genügt aber and^ ein tteinerer 
ÜSert^ oon x, alä ber na(!ö o&igtt Wegel bepinimte. ©o et^filt nton in 
Dorliegenbem f^aüt bit gewünfd&te Ungleii^ung (c^on für x -- 5. 

2) ©tfinben ^it) unter ben ÖTiebem beS ^Dtanonrö folt^e mit nega- 
tiwn Eoefficienten, fo fhibet bie eben gemachte »emtrtung nur um fo 
efeer (Sott, @o gatilgt t- S9. in lern Spolgnpm 

f(x) = X*— 3s» + 8x» — 7s + 3 
fi^on ber SSerÄ x = 4, toüfttenb nacfi ofiiger SRtgef x ■^ 8 + 1 -= 9 
gefnnbtn wirb. » 

8. 90. ßeftrfaft. 

3n bfiti ©(eii^ungdpolvnom f(z) fann x immer 

fo Hein flcwäMt iDetbtn, baf ber oHoiutt SBett^ 

irgenb eintö ©liebe« A^t"-' be« ißol^nom« flröger 

witb, (lU bie @utiTmt aller votf)ei{|ef)tnbett ®Iiebtr. 

Selb ei«. 
^ai) vorfte^mbtm Sa^t fod {!«$ x immer fo 6eftimmm 
laffen, baß 

A,x-' > x- + A,x-i + A,x"-» + . . . + A^,x "-'+1 (1) 
»ber, wenn man beiberfeit« bur^ x» biBibirt unb 
1 

Ä, y>A_,y^' +A,_,yf-» +.... + Äjyä + A^y 4- 1 
ober 

wirb. 
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198 fünfter «fil^iritt. 

Stjeii^ntt nun wicbn tm abfoluttn 3BcttE)e nad) Ag bcn 
grillten btr ISotfßcitntm 

Ät_i, Är_a, Ä(, Äj, 1, 

fo gtnägt nai^ §. 89 bn votilcffcnbm Ungltit^ung (2): 

^ As + A, 



alfo nfant bft Uitflltidjung (1): 

l ^ 1 


Db(I 


'Sa. + A,- 


3P 
fo »ttb fßt 


atilfiit. 


t(i) ~ x' + 5x> + 2i', 




I' + 6»' < 2i" 


«niner 





niib, itx ffijcpontnt ooit x alfo 9hin iit unb baä betnffcnbt Slicb in 
«nt Witbige ^"^1 iibeige^ , 

©0 folgt > 8., ttöm 

f(x) = x' + 3je + 8x» + Si + 4 
ifl, to6 für 

4 > X* 4- Ss" + 8x» f 5x 
toiib. 

3ufa6. 
3n btm ©Ini^ung^polimotnt f (z) fann x immer fo gm&I)It 
tüftbfit, ba$ bnfl ^Jol^nom ein mit feinem Ul}tm ©liebe übet* 
tinflimmenbtd 3t^fti annimmt, g(dd}gl(tig ob biefcd ®((eb bie 
SerAnberlii^t x entf)äll ober nii^t. 

%.n. fit^rfoft. 
gä^tt man in bas ©(eit^ung^iiol^noni f(x) für 
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SJoii bnt ^B^ewn ©letd^ungen. 
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X bcr Steigt n(i(^ untnitttlt>aT auf einanfcer folgtnbe 
SQcrt^e ein unb e« if) bttfftlbe in bei 9ia^t tine« 
aBftt^e« ieon x = a im aSBnrftftn, ober Slbne^men 
fiffltifftn, fo iji föttben blefen ÜBtrt^ »on x bie 
erjit abgeleitete gunction fi(x) bejüflli(^ pofitiv, 
ober negativ. 

»eweid. 

@u6f)ituirt man a + ^ flott x in bafi ©iei^ungdpol^nom 
f(x) = X- H- Aix—i + Ajx—« 4- .... + Ä„_ix + A„, 
fo folgt mü) S- 86 (6): 
f (a +.<!)- f(a) + ,Jf,(a) + ,J%(a) + ^»f,(a) + .... 

+ d"-»fa_i(a) + rf^f^a) 
unb tfieraud: . 

f(a + <J) - f(a) = rff,(a) + J«fj(a) + <I»f,(a) + .... 
+ ^^fn-i(a) + tf'fB(a) (1). 

Sdun lann aber J nai^ bem torfietgeitenben Sage fo Hein 
genommen rcetben, ba^ ber abfolute SSJertt) von ifi(&) ixi^tt 
audfAHt a\i bei abfolute SBeit^ aQei foigenben ®Itebei ju' 
famnien, obet baß baö 3ei(^en ber Xiiffetenj f(a + i) ^ f{a) 
mit bem ßtiiftn von <ffi(a) äbeieinftimmt. 

Da nun if politiv ifl, fo wirb fi(a) pofitiv ober nega' 
tiv fein, je nat^bem bejAgli^ 



aufäße. 

1) saßt man in bem @tef(6unfl«po(?nome f(x) bie ffler* 
änbeilic^e x um einen fe^i fleinen 2Bert^ J june^men, fo lidjtet 
|lc^ ba« SIefuItat in Sejug auf bad 3eic^en lebiglicf) nur nac^ 
bem SBJert^e ber erpen abgeleiteten gunction fi(x). 

2) 3e na(trbem bie erße abgeleitete Function 
fjx) für X = a pofitim ober negativ auöfädt, ifl 
ba9®Iet^ungdpD(9nomf(x)inbei9IäVbe« SBJeit^e« 
fär x = a bejügli^ im ^w, obei 9Ibnet)men begriffen. 

!£ie £Rid}ttgfeit biefer ®e^u))tung folgt unmittelbar buri^ 
Umfe^rung befl obigen Se^tfa((e0. 

3) gfllirt man - d fiatt S in obige ®lei(^ung (1) ein, 
fo gef)t biefetbe über in: 
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fi^a _ J) _ f (a) ^ — rff,(a) + cf»f,(aj, — rffgf 
+ (- 1)" ^-£„(8) 

^eitmtn n>ii nun an, ti mitt fäi; x = a cad $d 
9tun, ni(^t abn fi(x), e» ftt alfo &- eint ilÜurjel bei 

f(x) - 0, 
fo jit^tn wir aufl bet aSergfef^ung btt beiben ®Iti(J 
unb (2) in Stibinbung mit 3uf. 1. folgtnben @<^lu 

^ai ®[ti(l}uno0))o(9nom f(x) ^at mit 
gltic^f obtc entgegengcft^te ^tliftn, \t na^ 
bafftibt unmittelbar na(^ obtt vor bem S)u 
buc^ 9}uli betta^ttt. 

§. 92. 2<Maft. 
ÜJrr ©lei^unfl 
fl^x) = OnX" + a,_ix"-^ -I- . . . + ajX» + ftjX + 
gtnägl immer ein äßtitf) von x Don btr goir 
fflewei«. 
Sejeic^ntt man bit @ummtn, bertn €ummant 
ivtrbtn, roenn man in btm Slufbruift Btx> bn 9teii)c i 

1, 2, ... n fetJt, furjljin burt^ ^ nix', fo fann tat 

f(x) -=1^a,x' 

©tpt man nun nni^ %^l. I. $■ 116a 3uf. 4. 
at ^ ^t (coB «i -f- i Bin «») 
X = Po 4- iq^ = To (cos tpf, -\- i sin 9 
fü gt^t, unter SSerätffi^tigung von ^^1. I. S- 116a 
®tci(^un0 (2) ab» in: 

f(x) = .2" pt (cos «t + i ein a,) rj (cos t^pd 4- 

obtt na^ %% 1. 8. 116a 3uf. 2 fn: 

f(x) ™ .5" et rj [cos (tyo + «i ) + i sin (ty^ H 

ober roenn man im Slbförjung 

5 et 4 cos (ty„ + at) = P^ . . 



^ ft rj ein (ty, + «i) = Q,, . . 
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itnb bant«^ P^ + i Q^ = R« (cos 'Pg + i ein *(,) . . (5) 
Ft$t, in: 

f[ro (cos ya + i sin y>o)] = Ro (*=08 <&o + i sin "^o) ■ ■ (6)- 
9la(f) I^eii I. %. 115. 4. iji Wfltti (5); 

Eo C08 00 = Po un» ßo «n *o = Od 
unb ^iwM* I« (cos* 00 + 8in»'/v) = I^ + Q; 

ober b« cos* 00 + 8>"* *o = 1» 

nu* I^ = I« + q;, . 

ob« M<i} (3) unb (4) ffit t > u: 

Bi =^ ^ (gt r;)* [cos* (t(po + ßt) 4- »in* (tyo + «t)] 
+ 2 -2" [pt rj coa (t^Co 4- «i) . pQ r; cos (ugdo + «„) 
+ ßt >■; an (t^o + «t ) . pB 'S ein («y« + «t)) 
= -2" gj rV + 2 ^ pt P» 'V^ cos (t<p^ + «t — uSPo — ^a) 



« + 2. 






coa [(t — u) yo + «1 — «a] 



3n btt «Pen ©ummf beö innerljalb ber 5ßateiit^eftn ftef)tnben 
9lu*bnide8 tritt nur baö eine ®(ieb $; auf, loeldjefl fflr t = n 
im 9tenner feine ^otenj von r^ t)(it, bogegen enl^atten fämint: 
li^e ©lieber bet gweiten ©umme im SRennet ben ^altox r^, vatU 
t unb a ni<$t flieidijeitlg bcnfeiben SffiertI) ^nben Eännen, inbem 
t > u ip. 

SAßl man ba^et r^ unenblit^ warfen, fo n&I)ttt fi(^ I^ 
immer mef)r unb melfr bem SBect^c if g', «(fo E« bem Sffi«tf)e 
ij p„. S« njirb fomit K(, bei icnenbli^er Sunabm« »on rß. fdbp 
unent>Ii(^ unb fann bemnad) feinen obfolut größten äSertf) an^ 
nehmen. 3)a aber I^ ftetft ))oj1tit> if), fo niuß e^ für t^ einen 
beßimmten SBertt) geben, für welchen Bi einen abfolut fteinfitn 
SSertb annimmt ober ein äRtnimum wirb. 

9IeI)men wir nun an fflr 

X =■ Po + iqo 
nel^me ^ ben nbfolut flein^en SJntl) EJ an, unb feften 

X = pd -[- iqo 4- rf (r + 18) 
tvo i eine unenbüt^ flein werbenbe ®r&ße bejei^net, fo mirb 

% + jqo + rf (r + i8)J =. ^ <r* (r + is)' f» (p^ + iq«) 
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ober wtnn man 

ft (Po 4- Jqo) = ßt (cö8 *t + i sin tf»i) 
Unb r + 18 ^ m (cos /« + i sin /t) 

f[Po + iq« + rf (r + i8)] 

= 2 rf* R, (cos 0t + i ain 0t) m'(co8 jw t + i sin /t t) ■ 

= 2: 6*R,m'[<io8{<l>t + fit) + 1 ein (<!>, + fit)] (7). 

^i^t man nun 
-2" ^ R, m' coa (0, + j» t) = R cos 

^ ^ Ri m» Bin (0t + jw t) -= R sin 

1=0 

ob« 

R cos — R(, cos 00 + ^ rf* Rt m» cos (0» + fi t) 

R sin = Ro sin 00 -H ^ .J' Rt m' sin (01 + /t t) 

fo folgt Ifictaud, mmn man beibe ©(tic^ungtn quabtitt unb 
abbict: 

B" = i^ + 2Ro ['S <P Ri m' cos (0, + a t) cos 0„ 

Lt=i 

-l- d* Rt m' ein (0t + (i t) sin 0J 
+ p ift R, m' cos (0, 4- ft t)T 
+ I ^ cf Rt m' sin (0t + /t t)"|' 
= R; + 2Ro ^ <J« Et m' cos ( 0t + /* t — 0o) 

+ r*^ d« Bt m' coB (0t -h /» t)l' 
■ + p Jt Rt m' sin (0t + H-i)J. 

Da nun R^ tin aHimmum werben foff, fo muß Pt» E >^Eo 
fein, »ad aud) d fei. 

aSon ben ®rößen B^, E,, Eg, . . . Rn Mnnen jWar finjetne 
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9tul( ftin, aüt iuglti(^ abtx nii^l; bmn fon|t toätbe au9 (7) 

foIflHt: 

f[p* 4- iqo + <» (r + ia)] = ßp (cos 0^ -f- i sin *„) 

=■ flIPo + iq«) 
b. ^. rt »flcbt f!^ f(x) nt(^t glci^jfitifl mit x änbem. 

Säcjtidfntt nun Bb bfe tcfte ber @i£ßen Bj, R,, ... B„, 
weldfc nld)t 9IulI ifl, fo ()at man: 

R» _ E« „ 2Ro ^2 rf' Rt m' coe (^t + j" t — ^o) 
+ 1^ iJ« E, m' C08 (0t + j» t)T 

4- [^ »f H, m» am (0, 4- j» t)T (8). 

3)ad dti^m bei rtt^ttn Seite bitfer ®(ei(^unf| ^ngt na^ 
$. 90 lebiglii^ Bon bem ®IIebt, m^ti x in ber niebrigften ißotenj 
entfjält, olfo wenn Ro ni*t WuH ifl, ton 

2Ro cf» Rb m"* coa ((Ob +- jit b -r- *o) 
ab. !Ca ober R» — I^ fltt» pojlti» ip, fo muß »orpe^enbe« 
@Ii{b ebenfalls (jofitiv fein, roie man auc^ 

r 4- 18 = m (cos ft -{- i aia fi) 
anntljmtn mag. 

Somit maßte au^ bei SluSbrud 

C08 (Oh, + ^ b — 0o) 

Pete pofiti» fein. 9tun Snb abei <&b — (P^ «n^ •> conflante 
@ti$tn, wäf»Tenb /i beliebig Iftj a(fo (afftn fif^ jtbenfaUe fät 
ft SBert^e angeben, fßr weld)e bec vorftet)enbe Sludbmd au^ 
negativ auefäOt. SSenn baEiei B« ni(t»t SJuO tf), fo '«nn bie 
I)iffeienj R' — I^ 6alb to^iiB, balb neflati» »erben, wnö bet 
SJorauöfeftuicg wiberfpteitfen roiitbe, ba$ R^, ein SRinimum fei. 
ffi« mn^ fomit Ro = (einj benn alsbflnn etft^eiiif müj (8) 
bie S^iffereng R* — Bi ali Summe jmeicr Ouabrate unb iß 
fomit fttti pe^th. 

m R„ = 

folgt aber au« (6) 

i[r„ (cos yo + i ein Sp«)] •?- 
3b« Ä>o + Jqo) •= 

1. Ij. Po + iqo if( eine SJurgei ber ®Iei(^unfl 
fl:x)-0. 
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8- »3. etWoft. 
3ft X = w eint©urjel bft®(ti(^unfl f(x) == 0, fo 
Eß bae ©Iti^ung^Voli^nDm f);x) buid) (x— w) t^eilbar. 

Senn X = w eine Surjtt btr ®lti^unfl 
t(j.) = x" + Ajx»-! + Ajx"-» + . . . + A„_ix + Äo — 
iß, fo t)at man: 

f(w) = W + A,W-i 4- AsW-» + . . . 4- A„-, w + A„ = 
iinb buT$ Subtraktion btibcr ®lci(^ungm folgt: 
{(x) — (x- - W) + Ai(x"-> — w"-') + A,(x-» — w"-*) 
+ . . . + A,_a(x^ - w») + A^i(x - w). 

9iun ip ab« jebe b« 3)iffmnjm 
X" — w", x"-* — "»"-•, ... X* — w*, X — w 
bUTd) (x — w) tfjtilbar, alfo ifl ti aüä) tai ©Ifit^ungSpO' 
Itjnom f(i). 

anmtrfiing. SP SU Sunel t« (Sfd^una lugatt», ». SS. .= 
— w, fo i|t atfo tW burc6 [i — (— w)] ober bur« (k + w) tttilbat. 
2) Sie IRidjtigteit bcä obigtn Sätta^tS eqiSt fi* aaä) au8 folgtnber 
SSettaÄtuitfl : 

Snoiiiit man taS ^olqninn f(i) bur* (x — w), fo tr^It man im 
StDgemeiutit itguib ätun OiioticnKn, ben nii bun^ a(±} begeii^ntn 
iDDUtn, iinb (iiun Don x um^^ängigtn 9]efl r, fo bag fui tebot äüSert^ 
Don X 

ii:i) = (s - w) y(i) + r 
geftöt iMtben lamt. 

Ühin »itb obtt für x = w 

m = 
unb »Dtitebenbc I91ct$nng gt^t in bicfem ^aOe Ober in 

= + r 
motauS folgt: 

r = 0, 
b. ii. f(i) läßt bur^ (I — w) biuibitt leinen «efl, ip alfo ^mü) (x — w) 
t^ettbar. 

SeifpieU. 
1) 3fi 

f(x) — X* — X» — 7x' + X + 6 = 
bte torgtUgte ©Icii^ung, \e üfeerjeust man fic^ lei^t buie^ @in< 
fa^rung btd 9&ett^ee 3 jlatl x, baß bafKr f(x) S^uQ toiib, alfo 3 
eine 3Bu[}eI bei ©lett^ung ifl. iDictbttt man nun ba9 @(ei(^nnsS= 
))oI^nDm 

X* — X» — 7x' + X + 6 
iux(t) (x — 8), fo tefultitt 

x» 4- 2x» — X — 2 
ole Quotient. 
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2} Sie man |ic^ lei^t fifierjeugt, ijl — ö eint ^urjel ber 
ii^une 

X* - X» — 27x* + 25x + 50 = 0. 
ibiict man nun ba9 ^ol^nom bertetben burc^ [x — (— 5)] 
X + 5, (o er^It man ben Quotienten 

X» — 6x» + 3x + 10. 

ffi« bebarf Wo1)l taum tet ©rwä^nung, bog bie Sluöfü^* 
g bei !X)ivifion eineS ©leidjungdpol^nomö buti) ein Sinom 
bet gorm (x — a) auf bie gewötiniiÄie SJeife in ben meipen 
[en ft^t langwieTig uiib jHtraubtnb ifl. äSir rooKen bed^alb 
jflel»enb in Jtürje eined von ^ocnei gele()ttrn 3)erfA^rend 
ft^neii, ba« geeignet i|i, berattifle 3)ii)ifionen fiel wfij)« ju 
erffteKiflen. 
SP 
I = x" + Ä,x"-i + Ägx"-» + . . . + A„_i X + A„ 
Hjicb biefeS ^Pot^nom bur(^ (x — a) biwibitt, fo et^fllt man 
MQenieimn einen Ouotienten von bet %otm 

x»-! + EiX»-« + Bjx"-» + . . . + B„„i 
> icgenb einen Steß B^, luoiin, wie mein {i(^ teit^t bun^ 
Ummung einiger ®liebei auf bem gewö^nlii^en Sßege tUerjeugt, 
fe$en ift: 
li = a + A, 
J, = a* + A^a + A, 
= a (a + A,) + Aa 
= aB, + Aj 
Jj = a* + AiR« + Aa» H- As 
= a [a (a + A^) + A,] ■+■ A, 
= aBg + Ag 
i^ = aBs + A. 



., = a»-! + A^a--^ + Aaa''-3 + .. . + A„_s a + A„_ 

= aB„„s + A„-, 
J„ = a" + A,a"-» + A^a"-^ + . . . + A„_i a -[- A 

= aB„_, + A„ 
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3)tr Quotimt bn Sivifion iß fi>mit: 
x»-! 4- (a + AO x"-» + (aBi + Ag) x"-» + (aB, 

+ . . . + (aB„_, + Ä„„j) 
unb ter Bttft 

B. - f(a). 

9Ran ciflt^t i^itraud wie auf gang met^anif(^e ! 
jtit bti <£otffic(ent ligenb cintft ®liebe^ br« CuoHtr 
bet @nbttß aud btm @oefficitnten btfl nAt^ßvot 
®litt)ee unb btm entfprc^tnbtn Sctfftcienitn bed ju 
*Po(9nom« et^altm wwbm lann. 

Sla^fte^tnbe« @4)(ina wirb bitft« jum bcffncn S 
bringen : 



A, 


a + A, = Bi 


A. 


aB, +Ä. =B. 


A, 


aB, +A, =B, 


A, 


aBj + A. =. B^ 


A,_, 


aB„_, + A._, = E„_, 


A. 


aB„_i + An = B„ . 


anmertung. 


3u bnn|ttben SefeBe gelangt man ou 


IKItbuns bes @al}e3 


©tut mon 




a=-+= 


i,i-> + B,x-» + .... + Bo_i 




B- + |^a' 


ID »itb 

f(l) = S" + ^, - 
+ (Ba-i 




- a)x"-i + {B,-aB,)s'>-l + . 
1 - aBn-s)«' + (Bn-l - aBn-s) s + 


S)a aber au« 




fi.x) -= x» + A,!"' 


-1+ A,xt.-a + .... + An-gl» + A 


fo ^t man: 






B, — a = A, 




B, -aB, =A, 




b; -a^ -A, 




Bb-S ~ aBn-» = Ad-j 




Bn-l — aBn_i — An-1 
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üdfiiurt. 








1) Sad $ol^nom 

i' — i' — 7i' + j 
fcuv4 X — 3 ju bioibiten. 


+ 


6 






auftjfuii«. 








f» W: 


A, = — 1, Aj 7, A3 

S 
— 1 '^ 8 — 1 


= 


, A^ = 6, 
2 


a 



— 7 3.2~7"=>— 1 

1 3. — 1 + i = — 2 

6 3.-2+6= 0, 

a)cr tßeft i{l femit 9hi[[, bie a)it)iftoii ge^t bmniu^ auf 
btr Ouctient ifl: 

X« + 2x» — X — 2. 

2) £aS ^ol^nom 

x* _ x" — 27x* -I- 25x -f- 50 
bun^ X + 5 JU bioibiten. 

auflSfung. 

©e^ Aj = — 1, Aj 27, Aj = 25, A. = 

a = — 5, bon« folgt: 
— 5 

— i — 5 _ 1 _ _ 6 

— 27 —5. — 6— 27= 8 
25 — 5 . 3 -h 25 = 10 
50 — 5 . 10 + 50 = 0. 

!Z)ic Dicifion ge^t fomit niebet auf unb ber Ouotient if 
x» — 6x» + 3x + 10 

3) 'S>aS ^ot^tiDUt 

X* + 7x* — ISx» + 7x* — 5x + 3 
burt^ (x — 4) jn binibiten. 

«HffSfung. 



4+ 7 «• 11 
4 . 11 — 13 — 31 
4 . 81 + 7 -= IBl 
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~ 6 4. 131 — 5 -= 619 

3 4 .519+ 3 = 2079. 

3)« Ouotient ^tigt iaf)tx: 

JE* + llx* + 31x* + ISli + 619 
unb ber «efl ift 2079. 

anmtrtung. 3p ber eotffttitiit W «jltn fllirttS nii^t 1 
fonbtni tboa A^, So bltiit Ba8 Sttfa^en genau bofletbe, »le ^äj In* 
nat^wtiftn läßt. !l)a8 ®<^a btr Operation ip alsbaim 



, + A, — B, 
, -f A, = B, 



»Bu-I + Ao_i — Bn-i 

an aBn-l -f- A„ ~ B« . 

3P g. ». baS ^otonom 

6i» — 5x« + 7x — 12 
buii^ X — 3 ju bieibinn, fo n^ilt man ^etnad^: 



— 5 3.6— 5a=13 
7 3 . 13 + T = 46 

— 12 3. 46 — 12 — 126 

unb fotntt 

Cx* + 13x + 46 
als Ouottenten unB 126 ols «ejL 

2> »uS bet ibmtif*en ®Id*ung {§.-86 (6)]; 

Kx + 3) ^ t(x) + d(,(jL) + J»f;(i) + ..,. + J-f„(x) 
folgt föt X -= a, i-= X — a: 

f(x} - f(a) + (X - a)f,(a) + (x - ft)'f,(a) + .... + («- a)» f .(a). 

3fl nun a eine Surjel ber ®lei*ung 

f(X) -n 0, 

alfo f(a) — 0, 

fo etgibt f^ a"^ Dot|)e^enbei i&Uxdbang: 

^^ = f.W + {s - B)^(a) + .... + (X - a)-»f„{a), 
tootüu« M tbenfottS bie Z^übaxlüt »on fi;x} buti* (x — a) «Iranen 
äßt, im Satte a eine föutwt ber ÜHei^una Rx) .= ip. 

3P f(a) ni^t KuK, oHo a leine aSurjel, fo erl^fitt man noi^ C6iaem 
f(a) als Wejl bei ber Srtoifton Don f(x) buri^ (x — a). 



§. 94. 9Iufga6en 3Ut Urbung.. 

I)ie duotlftitcn unb SRcfif für nat^Pt^enbe S)i»lfli)ii«o 
iben ju bffümmtn: 

1) (s« — 8x» + 2x + 10) : (x — 5). 

2) (X* — 4x» — 5x« 4- 22x — 8) : (x — 4). 
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' 4- 3x* + 3x» + 7x*'— llx — 15) : (x H 
' — ISx' + 61x» -r- 39x + 28) : (s — 7) 

■ — lOx» + 8x' + 4x — 155) : {X — 9) 

■ + lOx« — 8x«— 78x' + 20x»— 4x + 60):(xH 
' — 5x^ -f- 4s^ — 20x^ — 2x + 10) : (x - 
jB _l_ 24x^ ~ 3x3 _ lOxB ^ 43^ _[_ loj . (^ . 

§. 95. fitHrfoft. 
@Jti<()ung t)at gtnou fo viele ^uTjeln 
pe Srpontnt bet Un&efannttn @in^ei 

Senei«. 

+ AiX"-> + Agx°-» + .... + A„_,x + A„ 
ung Dom nten ®tabe unb w^ eine 9Burjtl berfe 
in na^ §. 93 fe^en 

' — wj (x—i + BiX"-« + B^x"-» + .... 
h B,_s X 4- B^i) - 

wir ben ijol^nomtf^en Saftor bei tedjten Stile I 
I^nen, 

f(x) - (X- w.)F.(x) = ( 

®[ei(^ung wirb aber nit^t nur bur$ bcn 91 
fonbem aui^ buri^ 

FiC'^) - ( 

Ittflet. Da eft nun aber naü) §. 92 jebenfalltf f 
ij Wg gibt, welket F(x) auf Sflixü rebucirt, ober 

®IeiiJfung (2) i% fo tonnen wir aucfj fepen: 
; — Wg) <x°-^ 4- C^x"-« + . . . + Cn-s X 4- Ca^,) 

F.(x) =. (X - w.) F.(x) = 0. 
g wirb man tiabtn: 
Fj{x) =ö (x — Wg) Fj(x) =. 
F,(x) — {X - wj F^(k) = 



F^i(x) =. (x - w„_,) F„_,(x) = 
Fn_i(x) = (x — w„ ) ■ =0 

IMfiiK fliiHimcl». IL 3. «u[[. 14 
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wo offenbar iit ©(fit^ung Fn_i(x) = •ooiw 
ftin muf. • 

Sü^rt ninn bitfe ©rriljt törfrofttl« bi« gut 
fin, fo (Ti}ä(t man : 

f(x} = (x- w,)(x-w,)....(x-w„.,)(*- 
»ütau« ^frBorge^t, la^ obige ©leitfeuHfl tt« nteii 
füll« n ffiJurjfln tjat, ta jebet bet n aSert^t w,, 
w„, für X Eingeftet, baS ißolijnoiii f(s) nuf SRuI 

Sinb me^re ber gaftoten gind), ifl alfo j. 
(x — w)" t^eilbar, fo fa^I man w fei eint r 
bet ®Iei(I)unfl f(x) = 0. 

Um nun no<^ ju jeigeii, baf bit vorgelegte ( 
uie^r als □ SäJuijeln t)aben fanm, loollen mir onntl 
noc^ eine weitete »on w„ Wj, — Wn_i, Wp i>etf( 
berfelben. 2)ann niärbe man auö. bet ©leicljung { 
(Wa-wOK-w,)(wo-w,)...(w„-w„_i)C 
roaä wnmÖglidt ift, ba fnmratlic^e Binoniiolfnfti 
Detft^iebfn finb.*) 33ie ©leit^ung Dom nten ®r 
n Sfflurjeln unb xoetitx me^t noc^ roenigtt. 

aufäße- 
1) 3ebe rationale Bunftion (äft ft<^ in eben 
mialfattoren »om erfttn ®rabe jetlegeii, «1« bet ^> 
bet aJtrJiHbetlitljen Sinl^eiten Ijat. 

*) Sud^ Kitnn iai Iprabulc jaettr contfile^en Zaiiim 91 
bei g-attortn ahiB (ein. ©enn 

i(l (a -I- bi) (c + di) = . , 

(0 (olgt: ac — bd + (ad + be) i = 

olfo ift ac — bd = unb ad -)- bc = 

[ol9[i(^ 011(6 ac — bd — (ad + bc)i = c{a — bi) — < 
Ober [a — bi) (c — di) = . . 

2)UT(6 aihlEtiprtlation Don (a) unb (ß) er^ätt man: 

(a' + b») (c» + d*) = 
unb biniuiS, bag entitebti 

a« + b' = 0, 
Bbtt c* + d» = 0, 

3[ra tifltn Sadt tnug alfo' 

a — 0, b — U, Ba^r a -|- bi = 
unb int }iD(tttn ^Olit 

c — 0, d => 0, bo^er c + di = U 
(eia 
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2) Tiurc^ 0% ®ltid}ung (3) iß und (in SRitlel an bie 
^cmb QtQtbtn, eine ®leict)ung ju bilben, ivcld)e otgtbtnc 
aButjefn ^flt. 

@oII j. 93. tlnt ®le(d)i[ii6 auFgtf^edt iverben, rodt^tr btc 
via aSuTjeln 2, 3, — 1, — 5 niifprec^eii, fo fe^t man 

(x - 2) (x - 3) (X + 1) (x + 5) - 
unb bfpimine IjicrQiiS burc^ Sludfü^ruiig b« nngebtuttlen 9)IuU 
tip(tcationtn bfe @(ri(^Hii(|: - 

X* 4- X» — 19x* 4- llx + 30 = 0. 
(56mfo crijflit man «lö ®(ei(^ung, njcldje btn aßMrjtlii 3, 
3, 3, ~ 2, — 1 fntfprif^t: 

(x - 3)ä (x + 2) (x + 1) = 
ob« x^ — 6x* + 2xä + 36x« — 27x — 54 -= 0. 

3) Afnnt man m 30urjtln w^, w„ .... -w^ btt ®ltid}iint) 
f(x) = Bora nten ®rabe, \o tann bieft nadf 93orfifI)mbem 
burc^ 3)m(ion bfß ^Pol^nümö f(x) bur{^ bai *43robuft 

(X — Wj (X — Ws) .... (X — W,a) 

ttuf eint ©Ificfeunfl uom (n — m)ttti ®tabe jurßdflf filmet iDtrbtn. 

4) gfl^tt man bit in bet ©Itic^ung (3) nnflEbnitde WviU 
tiplifoHon au9 unb v«fl[fiiijt bad gwonntne SRefuttat mit btt 
urfptüngli^m ®leid)ung 

x" + AjX"-! + AsX"-* + . . . . -j- A„_) X + Ao == 0, 
fo «^tt man jwifdjen ben (Soeffltitnlen A^, Aj, ... Aa_i, A„ 

unb btn aSurjeln w,, Wg Wn-.i, Wn blefti ®leirf>un9 nac^f 

Pe^enbt ©tiie^imfitn : 

Ai = — (w, + Wj + w, + .... + wj 

Aj -= W^ Wj + Wj Wj + Wl W,. +■ .... + W, Wn -[- 

Wg W( + w, w^ -I- Wj Wb + .... + Wj Wb + 
■WgW^ + .... + wj w„ + .... + ..-. -h tt'„_i Wb. 

Äs = ^ ^ (»i W, Wg -|- Wj Wg W4 -1- Wj Wj Wj -i- . . . + W, W, Wn -|~ 

W's Wj W^ + .... + .... + Wn_2 Wn_l Wo) 

An =( ^)°^l Wg Wg W^ .... Wn— 1 Wn. 

SSJir äittjcn ^itraiifl folgenbtn ©t^lu^: 
3n itbet ®Iti(f)ung oon bet goTm 

X" + AiX"-' -t- A,X»-» + .... + An_]X + An = 

eßtl)t btt ^oefficient btS jKti.ltn @Iitbtd au« btt Summt aQtt 
JBurjtln mit entgEgtngfftßtfm äEit^"! gtnommen, btr Eoefficitnt 
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212 gfflnfla «6f*nitt. 

iti brittm @Utbt$ aai ber @umme aStt ^oi 
a 9QuTjc(n jur jivHttn jflajfc o^ne 9CttbtTi)otu 
ÄnbrTttm3fii^fn, brr ßoffftcirnt bt« w'«ten@ntbt* 
aRt[ @cinbin(ilionni bcr n 3Qurje[n jui brittcii £la 
[folung mit cntgfgtnfjtffßleni 3''(^cn genommen u 
lii^ tai letle ISIieb au« bfm ^tobulli aller ffiiir 
Anbettem ober entgegengefetttem Seict^en genommi 
ber ^öt^pe erponent ber Unbelannten gerabe obe 

g. 96. 9(uf0fllim iüx Ueliung. 
SRan foQ bie ®lei(^ungen auffleQen, beren ^ 

1) 2, 3, 4. 

2) 3, 5,-7. 

3) 2, — I, — 3. 

4) — 2, — 3, — 4. 

5) 1, 3, 4, 6. 

6) 2, r- 1, _ 3, — 4. 

7) 3, 5, — 2, — 3, — 6. 

8) 1, 2, 2, 8. 

9) 2, 2, 2, 2, — 3. 

§. 97. StWoft. 
$at bit fflitiidung f(x) — 0, beten 
teell finb, eine SBurjel »on ber gönn a 
iiot^njenbig ber roniugirte aBert^ a — 
aOutjel berfetben. 

Beiiei». 
Sö^rt mnn fflr x ben aBerti) a + bi in bie 

Hx) — x" + A,x"-' + A,»— ' + I- A._, 

ein, fo txii&U man: 

((a + bi) — (« + bi)" + A, (a + bi)—' - 

+ A,_, (a + bi) + A. — 0, . . 
nlfo eine ®lei(^ung »on ber gorm 

A + Bi — 0. 
«tut »b. I. 8- 115, 2 in in biefem gnUe 
A — unb B — 
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ffion Ben fiBfieren ®feid5uitgen. 

unb brt au« (1) QU^ foCgt: 

f(a — bi) = Ä — Bi =. 0, 
fp ifi a — bi etenfflÜÖ dnc aöutjel ber ©(et^unfl f(x) 
unb t9 fommen fomit bie imaginären Surjtln ^rt« t^ 
roeife »or. 

äufä&e. 

SP a + bi, fllfp mij a — bi (ine aSBurjet btr ®[ei 
f(x) = 0, fo ünb 

X — a — bi unb x — a + bi 
nnd) S. 95 gaftoten beö ipol^nomfl f(x), olfo ifl au^ 
ißrobuh fceibet ober 

(x — a — bi) (x — a + bi) =. (x — a)* + b' 

= X* — 2ax -|- a* 

ein gfl(t« be«fcl6en. 3)a nun biefeö *4JrobuIt fifW reeU 

porwi» ausfällt, fo jie^tn roir ^ierauö in SBtcbinbung mit 

D6igen fotgtnbe ©(^füffe: 

1) ü^ae ©leic^uligdpDl^ncm f(x) läft fi(^ 
in (in ißrobuft anS (autei leelltn galtoitn 
ecfien unb jweiten @rabe jerlegen. 

2) ^at eine @[ei(^ung reelle SBurjeln, fo f!nb bie 
geraber ober ungeraber Stnjal)! ttort^anben, te nadjben 
®lei(i)ung uon gerflbem ober ungerabem @rabe ifl, b 
imaginären SSurjeln na(^ obigem ©a^e fletd in geraber 91 
oorfonnnen. 

3) 3ebe ®lei(()ung »on ungerabem ®rabe bi 
nail) 2. tventgßen« eine reelle üffiurjel. X^iefe 
ba« entgegengefc&te 3ei(^en beö legten ®liebefi. 

ÜJenn ba bnfl 5ßoIl)nom bie gorm ^t: 
(x2 — 2aiX + aj + bj) (x* — 2agX + a» + bj) . . . (x - 
(X — Wa) (X — Wj) . . . 

fo ifl nad) 8- 95. 3uf. 4 ba» le^te ®Iieb 

A„ (a; + bj) (aj + bS) . . . w, w, . . . 

unb t)at batjer mit bem ißrobuBe — w, Wg . . . einerlei 3eiii)" 

§ierna(^ fäHt fomit ba« ißrobuft — A^ w^ Wj 
ftet« pofiti», alfo ba« ^robuft A„ w, Wj, . . . ftetö : 
:it) au«. 

§ätten nun aUe SButjeln einerlei ^tül}tn mit bem 1 
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@lttl)f Ad, fo wmt, bn bit 9lnja[)I btr Softocm An, w^, w, . . . 
gftabe ifl, ba« 5ßrobuIt An w, w, . . . ppfiti», nai im ®ibct> 
fptut^e mit bem tbtit ÜRitgti^rilten fic^tn roilrbf. 

4) 3tbe ®Ieic()ung von gttabfm ®r«be, beten 
Irett« ®lifb negfltiu fft, ^Qt »enigPfii« jnxi teelle 
SSJurjcIn, von wtli^rn bie eine pofitiv, bie anbete 
negativ if). 

ISenn nngenommen tie ©lei^ung l)hUt (aitter imaginäre 
ffiutjeln, alfo ba« *l3ol?nom bie gotm 

(x» — 2a,x 4- i^' -t- b!) {»* — 2%x + aj + bj) . . . 
[ß wdie bad le^te ®lieb: 

A„ = (al + bj) (i^ + bä) . . . 
Alfo jebenfaQ« )}o|itit>, wa^ mit bei Slnna^me im Stber^iu^e 
fiünbe. @« mu^ fomit »tnigjlenfl eine reelle 9BuTjet Wj »on 
Ijanben fein. 25iDibirt man nun bofl 5ßoI?nom f(x) bwtfi) x — w^, 
fo iß bec OuDtient von ungerobem @iabe iinb tvenn man. beic 
fel&en StuH fept, fo entfptec^en ber fo erhaltenen ©(eii^ung tie 
übrigen (n — 1) SBurjdn, rootunter jebenfaDfl eine ungerabe 
^njai;! Von reellen ftd) befinbel. 

©ejelc^nen roic biefe bur(^ w^, wj,, v^, . . . fo ifi bie Sonn 
bee ^ol^nomö 
f(x) = (x* — 2a,x + a! + b?) (x* — 2il,x -j-a» +" l^) . - . 

(^ - w,) (X - w,) , . . 
unb fomit lai lefite @(leb 

An = (aj + b|) (aj + bä) . . . w, Wg Wg , . . 
I)iefeß ^at l)ierna(^i einerlei ßtiö^tti mit bem JJtobiifle w, Wj 

Wg . . . 

3)0 aber baö leftte ®Iieb ber fflorauÄfejung jufolge negalit) i|t, 
fo mup' nfld) S- 95. 3«f- 4 bflö ^ßrobult w^ Wj Wg . . . ttenj 
faU4 negnti» fein unb e« fönnen fomil bie reeflen Sßurjeln w„ 
Wj, Wj, . . . ni(l)t fämmtlii^ einerlei Sfiitlfn ^aben, ba beten 
3lnjaij[ gerabe ip. §at bemnad) bie ©leit^ung reelle aButidit, 
fo fmb e« beren wenigjlenö jwet »on entgcgenge festem Sf'^cn, 

5) I5a9 ®lei(ftung«poIi)nom f(x) einer ®Iei(^ung, roeliijt 
nur imaginäre SSBurjcin ^at, belfält für jeben Sffierl^ bon ; 
baffelbe äeidjen. 

6) ©oB b(i9 ©leie^ungßpol^nom f(x) für feinen ree 
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I Don X fein 3tid)fn änbftn, ober SIuH werbn 
(tidjunfl f(x) = (flutet imflflinäte Surjeiii tu 
') Slenberi bnfl '4*'''V"'>'t ^i^) für irgenb eit 
i von X fein 3*ii)fn, f" &"• t'i'e ®l*id)ung f(x) ^ 
nic^t lauter imaginäre äßuijeln. 

§. 98. SeWnft. 
(üt)tt mflti in einet ©leidjung ({x) = f 
f) — X ein, fo flimmen ränimt[i(l)e fflui 
t ©leic^ung f(— x) = bem numeiifÄie 
mit ben Sßutjeln bet utfptüng litten @ 
in, et^iten abet bie entgegengefe^ten : 

Seweia. 
gejeic^nen w,, w^, Wg, . , . w„ bie n SJutiein 
f(x) = bf* nten ®MbE«, fo ift nadj 8. 95: 
) = (x — wO (x — Wa) (x — Ws) . . . (x 
Dubfiituirt man f)i"in — x flatt x, fo folgt: 
X) = (_ X - w,) (- X _ w,) . . . (- : 
= + (x + w,) (x + w^) . . . (x + w„ 
an bafl obere ober untere 3*''^"' ju ftÖ'" ^l^it/ 
irgeiegte ©leii^ung von gerabem ober ungerabem 
jiernuS ge^t unmittelbar ^trttor, baf — w, 
a , ... — Wo bie Iffiutjeln ber oetünbetten 
i) = flnb. 

.a5eift>ier. 

Jian Ü6etjeugt fid) tei^t, baß ber ©lei^ung 

f{3i) = X» — Sx" ~ 5x + 6 — 
■ei SßJurjdn 1, S unb — 2 enlfprei^en. gütirt 
Patt X tn bie ©Id^ung ein, fo ge^t biefelbe übet 
— x3 — 2k* + 5x + 6 = 
X» + 2x« — 5x — 6 = 0, 
c nun bie btei SJurjeln — 1, — 3 «nb 2 jufoi 

§. 99. ßeftrfoft. 
Subftituitt man in einer @lel<$ung f(x) 
e nacfe föt x bie SBJert^e 1, 2, 3, . .. : 
(« änbett ba« 5pol9nom f(x) jroift^en 



■ Google 



mitttibflt auf tfnanbtt folfltnbtn Subpi 
r iinb a f*in ^tii^tn, fo litflt jn>ifrt)fn r unt 
ffill« eint uitfleiabt Slnja^l Bon reellen SBu 

©eroeU. 
©ejfidinen w^, Wg, w^, . . . w„ bie n mßen S 
©Uidfung fl^x) = 0, fo ^abtn ber ©otauefe|sung jl 
S. 95 bie $robufie 

{r - wO (r - w,) (r ~ w,) . - . (r - ■ 
UHb (s — w,) (a — Wj) (s — Wj) . . . (s — ■ 
tferfct)iebene 3"<^"i. '"t'tnt ba« IJJtobuft ber imaginfl« 
n)f[d)( bte @Iei(i)im9 enibaften fann, na($ §. 97 | 

3)ie entfpre^entrn unter cinantet fie^enben 6inoi 
toten tiefet *13robufle fönnen ^itxmä) nicfet nlle bafft 
I)a6en, fonbetn eine ungetabe ?[njaf|I b«fel6en mu$ m 
gefegten 3"i^en Berfef)fn fein. 

Wf^inen mit nun an, baß 3. S. r — w„ u 
Betfc^iebene, olfo r — Wn, unb w„ — s einerlei ^tU 
fo ift offenbar 

r> w >8 

tuorau« folgt, bafi in biefem %aÜ! bie ^urjel Wn, 
unb 8 liegt. 

3ufäte. 

1) Se^ält ba« @Ieidfungfl(>oI?nöm f(x) fflr jn>f i 
folgenbc SubRitutionen r unb a ftutt x einerlei S^iä) 
jtoif^en r unb s (eine, ober überl)au))t eine getabe S 
teeßen SSJurjeln. 

iDenn in tiefem 3<ille mäffen in obigen '.ßrobufti 
fptedjenben gaftoren tntroeber alle baffelbe ^tiii)tJi 6 
eine geiobe Slnja^l bauon I^at entgegengefet^te 3n<i}en 
bann bie ^robufle einerlei ^tläjm ijabtn tonnen. 

2) Siegt jlBifdie« r unb s eine "JSJ" ^"ä'*'^' " 
ter ©leit^ung f(x) = 0, fo ^aben f(r) unb f(8) 
Seichen. 
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SBon im fiBfiemi ©Idi^ungtn. 

3) 3fl a eiiK 1, 3, 5, 7, . . . fa^c mux^tt bet ©fei 
f(x) = 0, fo \)aim f(a + S) unb fl;a — rf) für ein f)inte 
flfJneS i entgegtngtfe^te 3t<<^cn- 

iDenn fe^t man 

f(x) == (X _ a)^^ gp(x), 
m sp(s) für X =• a ni^t SftuH wirb unb ^(a + rf) 
y(a — <J) für tin ^inrtii^enb fItine« d einertei ä*'«^'» ^»» 
fo tt^SIt man: 

f(a -[-*)■= ''^+' y(a + rf) 
f(a — rf) = — rfäm+l ^(a — d). 

4) 3P a eint 2, 4, 6, ... fac^e aSSuritl bet ®Iei 
f(s) = 0, fo Ijnbtn f(a + 6) unb f(a — rf) für ein ^inre 
tliimi <J tinttfei 3cii^en- 3)tnn (etl ""«" analog wie ttoi 

ftx) = (X - a)^ y(x), 

fo folgt ^inauö: 

f(a + rf) = rf^ 9.(a + rf) 
f(a — J) = ä^ y(a — rf). 

5) 3fi fl:a) = unb Ijaben f(a + rf) unb f(a — i 
ein ^inreif^enb «eines rf ""Kf' Seichen, fo iji a 

l' i i ".' f"** ^"^i'' '''^ ®Ieici)unfl f(x) = 0. 

§. 100. fi«örfofe. 
@int) fämmtlii^c @otfficitnttn bet ©lieber i 
®lei(^ung {(x) =• ganjf 3«f)ten/ bet beö etfieii Ol: 
aber = 1, fo gibt e* feinen teelfen talionalen 3 
al» SButjtt berfelben. 

SSewelf 
3P - (in foldjer Stu(^, bet auf feine Reinfie SJenei 

gebtat^t i|i unb »Ate nun - eint Sutjel bet ®lei4)ung t{x) 
fo l^&tte man: 



?S)tcfc S3ebiii9Uiig ttmg ftttä cifüllt meibcn Knnen , meil anbi 
OEitgem 1 , 3, a, . . . fod^e SQurjtl Don «(x) = fein mllgti 
gegen bit ainta^ wSxt, bag f{a.) xni)t WuK fti. 
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i1= 



t 

ober 
P" 



. A.I!: 



giinft« ab(d)ran. 



+ Ai p"-' + Äa po-'q 4- ■ ■ . + Ab_iP q"- 

rooMUÖ fofgtn wüttt: 

^ (A, p-> + A, p»-'q + . . . + A,_,i 



Kai unm6gli(^ ift, ba 



p- 



Stu(^ fein muf 
. . . + A._,p 



— (A, P"-' + A, p— 'q 
tine ganje d«tl)l cinbtutet. 

(S6 Innn fomit ^ feine aButjel btr ®Iei(Iii 

S. 101. 3ufn8. 
311 

x" + A^x""' + AjX"— * H- . . - + A„_iX 
eine ©leiiijung mit lauret gnnjja^Iigtti ßoeffic 
SÖurjel berfelben, fo folßt nu« 

a" + A^a"-! + Aga"-^ -f ■■■■ + An_i 
unmitteldar: 
A„ 



' + Aja"-^ 



. A,a"-« + . 



_. = _ (a" 

utib ba bie rt(f)te @eitc biefer @(ei(f)unj) eint 
flellt, fo mug A„ burd) & Üftübai fein. 

Slufl ber legten Oleic^ung ergibt jlc^ «ber 

uiib [}teT{iu$: 



= - (a- 



• A,a-^ 



u. f. 10. bis jule^t — l aii Ouotirnt ecfdjei 

SJir ftijließen ^ierau» auf fofgtnbeii ©ag 

3fl a eine Sffiurjel bet ®(ei^ung (1) unb n 

An burd) a, abbirt Ad-i juin OuDtienten unb 
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burrfj a; «bbitt ^ievnuf juin et^nltttitn diiotifiilen A„_a unb 
bivibitt toieCiTum buid? a u. f. f. i>i$ man fc^litflic^ A^ obbirt 
^al, fo tr()äU man bei biefer Ci)]tration nur ganje Ouotientm 
unb — 1 a(« ©nbquotienttn. 3fi a leine aButjel bet ©[ticfjung, 
fo ergibt fidj 6ei ber anflffflfjrlen Iiiflifion bur(^ a einmal ein 
gebrpibenei: SÜuotient, ober ein (Snbquotient, rceli^ec nic^it — 1 ift. 

3in galle einjelne ©lieber bet (SIeidjung fel)len, biefe alfo 
nict)t »oHftänbifl i|i, fepe man SIuU an bie ©leite bet betreffen« 
ben (Soefficienten. 

ffltiffiiete. 

1) SBie man fii^ lei^t öberjeugt entfprii^t ber ©leii^ung 
X* — lOx» 4- 25x» — 33x + 35 = 
bie äButjel 7 unD naij obigem Schema erhält man : 
35 



-+25 



21 



ttorau« ^erootge^t, ba^ in ber I^at bie ä^^ifi^eniuotienten ganje 
3a^ten finb unb ber gnbquotient — 1 Reifet. 
2) Iia — 3 eine Sffiurjel ber ©leti^ung 

X« + 3x* — 2i — 6 — 
i|l, fo l)at mon: 



+ 



+ 3 



g. 102. erflftrunfl. 

3e nai^bem jwei unmittelbar auf einanber fofgenbe ©lieber 
einer @Iei(t)un8 einerlei ober entgegenflefe^te 3fi»^«n Ijaben, 
fagt man, c9 pnbe jisifc^en beiben eine Btlt^tnf^lg* ottt 
ein 3ei(^en«)e*fel flatt. 

©0 ^at j. S. bie ©Ui^ung 

X* — Sx" + 3s* + 5xS — 7x* — 4x + 3 = 
2 ^ia}m\DlQtn unb 4 3sit^s>"»f^f*I- 
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220 pnftet äb((l6nltt. 

§. 103. eeftrftt%. 

^nbtn fÄmmtlii^e SButjefn einet 
einerlei 3f'*%*", fo »P biefelbt eint »i 
unb ^at entwe.bet Inuter 3ei(^enfoIflen o 
äeicfjenwectfel, je nne^bembieSaJnraelnnt 
pofiti» finb. 

©eweifl. 
' @{nb f&mmtlit^e äSurjeln reeQ unb negativ 
afle S3inonifalfflftüten , buttf) beren tWuIfiplication b 
refnltirt (S- 95), jjoUti», aI|o muffen an* bie iß. 
berfelben ober bie einzelnen ©liebet ber ©Icic^ung 
unb biefe tviib bamm nur eine itoUflänbige mit ta 
folgen fein fönnen. 

Sinb ferner Wj, Wj, w,, — Wp bie n r 

litten äSurjeln, fo ^eißt bie entf^rec^enbe ®Ieici)uni 

(x — Wi) (x — Wa) .... (x — Wr) .... (x — 

9tnn finb aber bie *)Jrobu(te 

(X ~ W,) (X - w,) 

unb (x — w^) (x — Wg) (x — 1 

bejflfllidö »Ott ber gotm 

X* — %X + flfl 

unb X* — EijX* + a^x — a^, 

unb obige 39ef)nu)}tung gilt fomit ^infid)tli(^ ber (Jofiti 
fßt ©lei^ungen beö jHjeiten unb britten ©rate*. 

Stemmen mir nun an, eS fei obiger ®aß a\ 
Oieii^ung be« rten ®rabe«, beren aBur^eln w,, 
ftnb, ri(!&tig, alfo 

(X — W,) (X — Wj) .... (X — Wr) = x' ~ a, 
4- ar-ux'-^ ~r .... ± a^x =p Hfl = 0, 
fo etljält man hieran« bie ©leic^ung beö (r + 1) 
roeidjet bie r + 1 pofttioen reeDen BBurjcIn w^, Wj, ., 
entfprerfien, roenn man biefelbe mit bem Sinomialfalto 
multi)}licirt. Wim ertennt aber fofort, b<i^ biefe nei 
eine ttollßänbige \tin nm% ba alle Soeffidenten ( 
^otenjen »on x einerlei äf'i^tti erl)alten, unb ba b 
für ba« crfie, britte, fünfte, .... ®Iieb pofttiB, für 
»ierte, .... bagegen negati» roetben, fo Ijat aui^ bi 
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beö (r + l)ttn ®rn6t« (mit« Sn<i)tntati}\tl ®i 
obifler Sa& föc n = r, fo ifl er «u* für n = r + 1 
9Iun iiixbtn roii aber fltfeljcn, 6a^ « fflr n = 2 unb- 
i|i, fomit tp er aui^ für n = 3 + 1 = 4, alfo ( 
n = 5 u. f. f. eber aßflemfin giltig. 
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222 pnfter «bfdijnitt, 

9JtTg(ti(t)t man bitfeS $tofcu!t mit btm 
»Polynom F{x>, fo «|iEl)t man (ofott, boß itbtn 
im ^ol^nom F(x) im ^robufte tin ©litb entf 
satij bef)immtr9 ^tiHitn E)at. 91un f^aUn abti 
letjte ®Ii(b bejiimmle 3ei(t)en, inbrm. fltts bafl 
baS It^tt bdofgen bad enlgegtitgffefitt 3(>(!^en bc 
btr Boröelfflten ©leic^ung ^at. SBenn fomit i 
F(x) etoa u Stit^fnwcftfel Dotfornrnm, fo ^ 
(x — w) F(x) iebmfana (u + 2) ®lieb(t mit 
3eii%en, »eli^t rtfldmäjig .»((ftftlii. 

£a nun abtt bü legelmAßis roei^ftlnben 3 
■ jTOti,- btei, »irr, 

ouf einanbtt folgenbe ©lieb« bejöglit^ 

einen, jwei, biti, 

3ett^entt>ecf)f(( bebingen, fo muffen iebenftiH« ii 
(x — w) F(x) iDeKigfienö (u + 1) 3fi(^em 
Wenn F(x) beten u enttjält. aöit fi^Iie^en I|ie 
burd) SÄuItipIilfiHon mit (x — w) menigjten 
mä)\tl genjonnen ^at. 

Wt^men mit nun an, ti feien — w^, — 

— Wp bie p negatioen, «„ Kg, «g, «, b 

unb W„Wi„ Wg, .... Wt bie r pofilioen Sutjt 

f(x) = 
unb fe$en 

(x + w,)(x-t-.w0...(x + wp)(x-«0(x-«,).. 
fo ifi 

f(x) == (X - W,) (X - W,) (x - Wg) .. . ( 
SWac^ Obigem roitb aber butd) bie tölultiplil 
bet ©inomialfaftoten (x — W^), {x — W,) 
ininbejienS ein äfii^fniftt^fci f'""^ biefeö'^oliinüi 
ti £)at fomit f(x) mrnigjlend r 3Ei(^enwei^fel 
^ietauß ge^t ^etcot, taß in ieber ©lei^ung i 
t>iel 3f''$"'™*ctfEl Dotfonimen, olß fle pofiti' 
unb umgefe^tt, ba^ eine ®lei(^ung nictjt me^r 
£jat, n(ß 3"ct)"in'e(^fel in iljt »otEommen. 
3ufäee. 
1) Sü[)rt man — x pati x in bie ®Iei(^i 
f(x) = 
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Sion bm Pieren ©Uic^ungsn. 

tin, fo äiiteni fämmtlic^e ffiuräfln itjre 3fi<i)Eii ""*' 
barum 6ie ©leidjmig f(x) = nidjt nie^r ntgntifl 
^a6en, a[8 6ie ©Itidjung f{— s) = 3ei4)fntDec^fe 
2Bcnn nun aber fein ®Uth in ©leif^irag feljlt, bii 
»üüRänbig ifl,^ fo entfpti*! jtbem 3eid)eiiB)ecbfeI in 
^ftdtenfolge in f( — x) unb utngefeljrt. . SBit fönnen 
^aufjten : 

3tbf tijjltfiänbige ®Uid)ung ()al nic()t me 
titie SaJuridn, o(9 3« '(t)«iiii'td)fel unb nii! 
neflatioe äButjeln, q(ö Stic^'ifolflfi in ' 
lommen. 

anmerfiing. 3Mef(r @a^ leitb ber Sartctifc&e, obe 
bem engtift^en aKartematila Harriot (I56u— 1621), bet §<; 
®atj genannt. 

2) 5)a bic Slnjot)! ntlet 3ficl)eni»erfift[ uiib aHn 
fotgen einet DoHftönbigen ®(fid)ung jufnmnKii bem 
Srponenttn bet Unttfannlcit gltid) i)t, fo folgt weitet 
(Sine Bollflünbige @Ieicf)ung,tüe[itie nur reelle! 
6efi^t, Ijat genau fo »iele ijofitine Sffiurje 
3ei(I)enroec^fe[ unb fo »iele negatiue, al6 ■ 
folgen in i^r enthalten finb. 

3) getjlt ein ®Iieb einer ©leicfjuna jiöifcfjen jiBei 
mit einerlei 3"<^*n/ f" W biefelte (ebenfaüfl 
Slßurjetn; benn je nadjbem man baö fctjlcnbe ©lieb fo 
negatiB annimmt, entfielen jwei 3eic^entDEcf)feI, ober jtoi 
folgen, fo ba^ alfo, wenn alle SButjeln reell \v&\ 
betfelben jugleid) poritiD unb negati» fein müßten. 

4) Sel)lt ein ©lieb jmifcl)en jroei ©tiebetn mit 
flefeßtem 3fic^f"/ f" tonnen alle SJur^eln ber ©leic^i 
fein, roie fiä) fulcljeä leitet etfcnnen lüßt, icenn man ba 
©lieb ein mal putlti», bann negati» nimmt. 



§. 103. «ären^m t>tt teeUen SBurjedi. 

1) SePimmt mun äTOei flange 3n^ftn. roele^e ( 
SBurjeln einet ©leic^nng möglidif) enge jroifi^en jlc^ 
nennt man beibe bie©renjenbetaßutjeln ber enifi 
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224 fünfter abft^iritt, 

®Iti(l)ung unb inSbtfonbne ^(ift bit ^ai)l, vo 
tit gröfitf fjoßtive 3£inje[, bit ©rtnjt bt 
bftitnige, mtli)t greift iß al$ ber gid^te 9(t 
gatjtim Sßurjeln, bie @ienje btt negati» 

2) ©renjen bti tKifitivtn Suijeln f6niii 
Sitten getvonntn metbtn. 9Bit bffc^ttlnfm ut 
«Wet^oben: 

tt) Atomen wir an, efl fei Ä,x'^' bafl i 
(lifo A, bet etfle iKgatite ßoefficitnt bet @le 
t{x) = x» + A.x"-' + A,)<"-' + . . . + j 
unb Ak bet .abfolut größte btt negativen (So( 
offenbar fljx) poftti», roenn 
X- + A^x»-' + . . . + Af-ix"-'-» + . . 

+ x»-^-' + . . . + 1) 
t)ojitii> ausfällt. Siee iß abet ber gaß, wen 



Obfl 


n" — A, i , + — 




X — 1 ^ X- 


pofitiv Iviib. 




8* 1= > 


1 l|l bitfe Setinjunj etfülll, 




x''-'+» 




X. > A. _-3 


ober 


x— (. - 1) > A, 


obn 


(x - !).-■ (X - 1) 


stet 


(X - 1)' > A, 


alfg 


X > 1 + TAk. 



Seifpiei. 

Um nac^ biefet aßet^obe bie ©renje ber 
bei ©leic^ung 

X* + 4s;9 — 211x* — laOx + 8 
ju ennittetn, ^ot maii ju fefeen: 

n = 4, E — r = 2, r = 2, A. 
unb finbet a(e ^cenjuett^: 

1 4- y-A, = 1 + yni — 1 + 

b) 6ine in bet SSegel bie ®renje vie( 

■SWel^obe et^ilt man buti^ folgenbe SJettadjtu 
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SSoii ttn tiB&tttn ®Iti(fiungen. 

@u(f)ituirt mon in obigei ®[cti{)ung 
X = y + a, 
fo gc^t biffelbe üb« in: 
f(y) = y + f„_i(ü) y"-i + f._,(a) y-' + . . 

+ f,(a) y + f(a) = 0, 
reo man ncH^ §. 86. 5. (5) ju fepen ^at: 
f(a) = a" + A^a"-! + Aaa"-^ + - ■ ■ + A„ 



A,a"-«+.. 



^»=-(^H+r7V--+r;i^ 



fn-i(a) = (^_j|a + A, = na + A,. 

öepimmt nwn nun bmi) 93rtfinJ)e für a bie Helnfte 
3iil)I, für njeldie bie fämmHiitfii ßoffficienten fn-i(a), f„. 
. . . fi(a), .f(a) glei^ieitig pofitit nuöfnUfn, fo ütfert bi 
bit flwünftftte ©tfnse bec poritiven SBursfln. I)enn bi 
tiefen 2ßertl} »on a bie ©leidjimfl %) = nur pofitiöe € 
erhält, alfo naä) §. 104. 3uf' 1- bie ©urjeln betfelben n 
finb, fo folgt aui 

X = y + a 
ob« , y = X — a 

bflfi jener 9Berl() »on a jebenfaße größer alö Jebe bet 9B 
»on f(x) = 0, fomit eine ®tenje bet (JofttiDen 5ffiutjrli 
wirb. 

«eifpiel. 

Senbet man biefed SJerfa^ren auf baS »orige Seifptel an 
entwidelt junäi^jl 

f(a) = a* + 43" — 211aä — 130a + 8410 

fi{a) = 4aä + 12a* — 422a — 130 

is(a.)= 6a» + 12a — 2U 

U&)= 4ft + 4 

f,(a)= 1 
unb fceftimmt nun ben (leinflen Sert^, mli^a für a gefegt, 
f,(a), fj(a), . . . 8ld%itig pofili» mac^t, fo fiubet man, went 
ber 9{eit)e nac^ a .= l, 2, 3, . . . »erfu^t, tag ber gorl 
bur^ a = 10 entfproi^cn mirt. So ifl feniit 10 eine 
©tenjE aie bie vorhin gefunbene. 

epIB, anatnKiniSItlKirncnt. It. 2. 9iifl. 15 
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226 SÜnftn abf*nitt. 

c) 3n vielen %&Ütn fA^tt aui^ folgrnbt ISetrai^tuitf 
nauen ©reiijwctt^en ; 
9}eTin&ge ber ibmiifdien ©Itic^ung 

X- == (x _ 1) (X"-' + x"--^ + . . . + Xi» + X + 

tarn man icbe« pofitiDe ©lieb Px» btt (Stei^unfl f(x) = 
P(x — 1) (XP > + xp-ä + . . . + X* + X + 1) ■ 

= P(x — 1) XP-» + P(x — 1) XI-» + .. 

+ P(X - 1) X* + P(X - 1) X + P(x - 1) 

b. ^. burct) eint Steige von @liebecn nfe|)en, wc^e fäi 
!(Jotetijcn Bon x, berm ©rponenten Heiner a(« p (tnb, ei 
3ft nwn — Nx" ein negntiueS ®lieb bet ©leie^i 
bejeidjtien PixP' , P^xPs , , . . bie .i^m Botfjtrgetjfnben J 
©liebet, fo pnb bie erponeitten p^, pa, Ps, ■ • ■ ffimmtlid 
alß m unb tütnn man jebe« biefet pofiti»m ©lieber bi 
entfprettienbe Steige etfeßt, fo entf)ält bie für P^xp- gefegt 
ba& Olieb Pi(x — 1) x», bie für PgxPa fitiflefüljtU SRe 
©lieb P,(x — 1) x° u. f. ». 

Orbnet man ba^er nai$ ben $otenjen bet negativen ' 
fo ttif&U man alö (Soeffieient von x"; 

P,(x - 1) + P,(x _ 1) + P3(x - 1) + . . . - 
ober 

(x — 1) (P, + P, + Pb + • . ■) - N 
waß wir lurj^in auSbräden burd}: 

(x — 1) ^P - N. 
!£a« ganje ©leii^ungdpol^nom befiel)! aldbann au 
Weiöe »on l3o(iti\ten ©Hebern unb einet Slnjat)! ©lieber i 
gorra 

[(x — 1) ^T — N] x" 
unb wirb foniit Vc^fl'iv fein, tvenn man x fo benimmt, 1 
iebefl ©lieb ber jweiten Slrt ber anöbrucf (x — 1) ^P 
pofitiv auffällt. 2>ied iß aber bet ^aü für 
N 

unb wir erhalten fomit ben ©oj: ■ - 

SJlnnbiBibireiebenneflfltiBenSoefficienten 
bie Summe aller vorl)erge^enben pofitiBen € 
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Süll ben Ijb^wii ©lei^ungcn. 2 

citnten, fo liefert ber größte btr erfjnltenen Jdi 
tienicn um bie din^eit vecgrößett bie @ienje 1 
))ofi tiven SBurjeln. 

SBeifpiel. 
3fl bie Otenje ber pcfitieen ÜBurjcln ber Olei^ung 
X« — Sx^ + -dx* + 7x3 ^- 4x« — 16k -I- 2 = 
nai^ »crfte^enber äWet^cbe ju bepimmen, (o bilbet man alfc 

unb fi^ließt hieraus, baß 9 bie uetlatigle ®renje ift. 

3) Um bie ©tenje ber negatiBen SBurjeln ju erljali 
feße mon x = — y in bie ©leitijung f(x) = unb fu 
alSbflnn für bie refultirenbe ®(firf)unfl in y bie ©renje ber : 
fitieen ©urieln, fo liefert biefe jugleit^ ben Mbfolutio"!^ 
©renje ber negatiDen SBurjEln ber utfprßiiglitijen ®tei(^unü i 
= 0, ba beibe ©teicf^ungen biefelben Sßert^e mit entgegengefelj 
Qti<i}tn ju aöurjeln ^nben. 

Seifpiel. 

3P X* -I- 4x« — 2nx* — 130x + 8410 = 

bie gegebene ©lei^ung unb man fe^^l hierin — y flalt x, fo j 
biefelbe fi6ct in 

y* __ 4j» _ 211y* + 130y + 8410 = 0. 
jDafüi: pnbet man nai^ ber in b) mitgct^tilten llRel^obe ai9 ©n 
ber polltieen Surjeln 15 unb e8 tft fomit — 15 bie ©renge 
negativen äSurjeln ber gegebenen ©leiti^ung. 

§. 106. »on &m glcii^cn Sßurjeln. 

Sejtii^nEii mir rcieber bucrt) Wi, w,, yr^, . ■ • tfa bi 
SBurjeln ber ©lei^ung 

f(x) — X" + A^X"-' -H AgXn-ä + . . . + An_jX + An = 

fo ifJ nci^ S- 95: 

X" + A^X"-' + , . , + An-lX + An = (X — W^) (x — 

... (X- w„). 
©eöcii mir Ijitrin x -|- rf fiatf x, njo ^ irgenb eine £ 
bebeutet, fo geljt bie tinfe Seite ber »orRetjenben ®leic^ung t 
$. 86. (6) über in: 

f(x) + rff,(x) + (r»f,(x) + . . . + tr"-'f„-i{x) + rf- 
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WO f,(i), f,(i), . . . f.(x) bie In s- 86. (5) onj 

btutung tfatxn, unb bie tec^tt €eltf in: 

(j - w, + <>) (I — w, + <>) . . . (x — w. + 

- (X - w,) (X - w.) (x - w.) . . . ( 

+ J [(x - w.) (x - w.) . . . (x - W._,) (X - 

+ (X - w,) (x _ W,) . . . (X - w.) 

+ (x — Wi) (x — ",)•■■ (x — w„_, 

+ ä' «X — W,) (X — W,) ... (X — W.-,) (X 
+ (X - W,) (X - W,) ... (X - w.) 
+ (X — Wi) (X — Wg) . . . (X — W„_3 

+ 

+ <)— [(x - w,) + (X — w.) + + 

, ., r «x)^ _'_ _f(x)_ 

+ [(X - »,)Tx - w.) "*' (X - wJCx - 

+ + fw 1 

I ,f-.'r fw 

^ " [(!■ - W.l (X - W,) ... (X - W.) 

+ *". 

©f(Sf man nun bie fül: beibe ©eilen gewonnene! 
einanbft flleid), (ftßt beiberfeitß f(x) aufet 2l(t)t unb 1 
flanje ©leidjungfllJohjnoin burdi J, fo folgt: 

f,(x) + Jf,(x) + «,(x) + . . . + J»-> _ — ^ 
, J _' f(x) , "_ K' 

-^ L(x - wD (X ~ w,) "^ (X - w.) I 

+ ... + «-J 1+ 

^ ^ (X - IV.-,) (x - W.)J ^ 
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3)iefe ®leitf)un(i muf abet für jcben SEBertfj ton J 
alfo aui^ für J = 0. 2)uriJ) ©infü^tutifl bitfeft 
aäJmEjeö »on S Hgibt jlc^ aber: 



Sle^mtn Wir nun an bie ®lEid)un9 enthalte »i 
SJurjetn, efl feien alfo inef)re betfelben gtuiJpenWfife 
gleich unb jf. SB. 

Wi = Wa = Wg = ...=■ Wm = a 

Wm+i = Wm+S = Wm+3 = . . . = Wp = /? 

WM-1 = Wh-I = W^3 =.... = Wq = /, 

bagegen feien von v/^i Ui w„ aüt SSuijeln von einan 
((Rieben, fo ip bie Slnja^l berer, loelt^en biefe (Sigenfdjaft j 
= n — q unb (8 wirb bemnac^ 

f(x) = (x — «)» (X - ^)P-» (X - rti-" (X — w, 

(X — Wq+j) . . . (X — W„) 

-f— ^^ + ... + -^^. 

X Wq-p+l X Wn 

3>ur(f) aSetflieic^ung ber beiben ^jJol^nomitn f(x) un 
erftimen n>ii fogleid;, ba^ beibe nut bad $iobuft 

{X - «)>"-i (x - ,?)p-°-i (X - Y)"-»-' 
jum geintinfcf^aftllc^tn Saftoi ^aben. ^n bttfet aber i 
galten wirb, roenn man ju f(x) unb fi(x) bnö größte 
fc^aftlicfje 3Äflß auffud)t (1^1. 1. §. 49), fo gelangen 
folgenbeui ©i^luffe: 

Um jii untetfucfjen, ob eine ®Iei(^ung gleif^e ober i 
Sßurjeln Ijabe, beflimme man ju bem gegebenen ®Iei 
Vofi^nom unb ber ttfttn abgeCeitelen Function beffelben bai 
gemeinfttiaftlidje ISia^ unb jerlege biefeö in feine einfattjen Z 
3fi al«bann j. ffl. 

(x — w,) (x — w^y (x — Wa)* 
fened Tia^, fo ^at bie vorgelegte ©leic^ung jmeimal bie 
Wi, (r + 1) inaE bie SButjel w, unb (a -|- 1) mal bie SBu 
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230 giliifl« a6Ji*nitt. 

Slnmeiliing. iDie Wiifitigleit beS eben tnitget^eitten Sal 
[läl oU(^ auf foIgenBc 3(rt not^iDeifen; 
©iiib w,, Wj, w,, . .. wn 

bie n SSJiiijetn b(t ©teidöiing 

f{x) = {X ^ W,) (X - W5) {X - Ws) , . . (X - w„) = . 

mib man be;ei(f^iiet bie (giiiuine ber SombiiiatiDnen [ämmclii^er 
Dl]ne aUiebet^otung jur erften, jmeiteii, britten, . . . ntcn Slafie 
bur0 Ä, B, C, . . . N, fD ip na* g. !»5. 3uf. 4 ble ®(ei*ung 
au^gebiUcft bur<^ 

f{x) = x» ■— Ax"-! + Bs°-» — . . , + N = . 
@ntloicfetC man nun bie $Ti>bu(ten(unime 

(X - W,) (X - W3) (X - wj . . . (s - Wn) \ 
+ (JL- w,) (X .- W«) (X - w.) ... (X - w„) 

+ (It - W,) (X - w^ (X - W,) ... (X - Wn) 1 

+ (X -"w.) (X - wj (X - ;,)'. .'. (I ^ WnllJ 
(0 erhält man emen au^btuir oon ber gönn 

nxn-i + Äxi—* 4- ßxi.-3 + «x"-4 + . . . + Jt , 

Sie Soeffidenten Ä, ß, . . . Ä ergeben (icft auä folgenber Seti 
a)a in btm er|len ^cobulte (s — v,) , im ^imttn (x — wJ 
mt. to ift 

a -^ — (iiÄ ~ A) = — (n — 1^ A. 

SSet bet SSilbung be^ Soeffidenten 6 erfleht man , baß je 
plejion bei Eombination (ämmtlicfter SJutäeln jm jineiten Stc 
SBäieber^oIung nur (n — 2) mal Bottofnmt, inbem 3. ^. Wj w, 
ffintroiffeUing beS eiften nnb iiofiten, "Hj w„ bei bet beä g»e; 
btttten *pn)biilteä !c. nit^t etftfieuit, ta^ alfo p fe^en ift: 
fl = (n - 2) B. 

analog tommt bei ber »Übung beä Eoeffideiiten jebe So 
alter Sombmationen bet n SüJurjeln jur btitten ÄTaffe ofene ffiieb 
nur (n — 3) mal Bor, inbein i, S. w, w, w, bei ber Enli 
be# erflen, jiociten nnb britten icrobuüeä nicfit aufttitt u. (. 
femer Ct iebcnfaüS negatiu inirb, fo fiat man 
e (n — a) C. 

Sle^nliÄ ergeben fuS bie übrigen 5oei|icituten unb nat^ 1 
IjertiDitretenben SilbungSgeft^ betfelben lann man fomit flott ' 
buttenfnmnie (3) nai^ (4) aiu^ fitftciben: 
nxn-J _ {n _ 1) Axn-s + (n — 2) Bin-» — (n — H) Cx"-* 

ftn (5) erlenneii n>!t aber fofort bie erfie abgeleitete fSunlt 
beä ©leirfiiingäpDlqnDmS f(x) ber ©leiifeung (2). 

9fefim(n mir nun an, eS fd 

■ at[o B dne m fadje Surjei ber ®tei*ung (f), fo ge^t auS bet Set 
be§ ®leitfiungäpolqnomS betfelben thit (3) unmittelbct ^etoor, 
bann (x — B)m-i tm genieinfe&aftlii^et Keiler oon f!;x) u 
fein muß. 

Um ju untctfui^en, ob bie ©(eiii^ung 
f(s) = x' — 6x« + 5x* + 26s* — 55x^ - 2x'' -f- 39x — 
gleiche Sßutjefn ^t, 6i(be mon 

fi(x) = 7x« — 36x* 4- SSx* + 104x3 _ ms^ä _ 4^ 
unb befltmme nun ju f(x) unb f|(x) ba9 gtögte gememfi 
SWoß. aWan finbet bafür 
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s3 _ 5x* -I- 7x - S = (x — ly (x — 
uub cic Oleii^ung ^at fomit bretmal bU SSurjel 1 uu 
bie 9Buräf( 3, :£a bie fceibcn anbeten ^utjetn — 1 
finb, fo ift naä) §. 95 baS @[eii4ungS)>ot^noat 

f(x) = (x + 1) (x + 2) (X - ly (k - J 

§. 107. «nfBoticn sur llcbung. 
iDit in na(fefiel)mben ©Itit^ungtn enitjattenm 
SBurjeln git bellimmen: 

1) x» — 6x* + 32 = Oi 

2) X* 4- 3x» — 3x2 — 7x + 6 = 0; 

3) x^ — 24x» + 210xä — 784x + 1029 = 

4) X* — Us» -f 69x2 _ i40x + 100 = 0; 
■ 5) X* — 16x» + 88x2 _ i92x + 144 = 0; 

6) x» — 4x'' + x^ + lOxä — 4x — 8 = 0. 

§. lOS. StecUivoIe ©feir^ungen. 

1) Unter eimr leciptoftn @leid)une vtrflt^t 
@lti(^ims von bet 3orm: 

x" + AiX"-i + ÄjX"-*+.... + Ajx2 + A,x + 1 = 
3e jiüfi gleit^weit »on bm Äufajlen ©tiebetn entf« 
fcientcii Riib filfo bfin Slbfolutrottttje m6} einanbet g 
3ficf)ni berfelbm (5nnen ßbeteinfliinnun ober rntgegeng 
^abm fäiitmtlt^c gleid))tamigt ^oefttcienten entgegt 
Seiten unb ifl bie®lei^wngBJjn gtrabemStabe, fonm] 
baS !D?ittelg(tcb fef)len, inbein birfed fonft gleii^jeitig p 
negativ fein mA^te. 

2) 3fi w eine 2Buijcl einet rtciptolen @Ii 

fo ip autff — eint SButjel berfelben. 

2)enn fül)it man in bie ©leidjung (1) flatt x b 
■w ein, fo ge^t biefelbe flbet in: 
w + Aiw"-' + AjW-^ + . .. ± Asw' ± A^w ± 1 

unb wenn man — flatt x in bn« @reid)ung«l)oI»)noni bi 

fubpituirt, fo Bewanbelt jid) boffclbe in; 

l + 4l^ + 4^, + .... + ^. ± ^ H 
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t üfUnftet a6f«nitt. 

ober in 

J;(l + Aiw4. Ajw»+ .... ± AgW-i* + AiW"- 
3lun ifi aber Itx mnetf)alb bet fflammtm bitfcö aSett^e 
auÄbrucf nacf) (2) StuD, folglit^ roirb b.i« *4*ol9nom b( 



2Burjtl biefer ©leit^unfl. 

3) 3tbe rtciprote ®[ei^uhg Bon utifldabei 
\)at bie aBucjel -|- 1 ober — 1, je nd^bem bii 
namigen ßoefficienttn tntflegenaefefttt ober 
3ei*en I)oben. 

3>enn fflittt man bejflglit^ + 1 ober — 1 Patt 
eiitftjredjcnbe ©Itif^ung ein, fo roerbm alte ®lirb«, i 
Utibtfannte in gernb« $ottnj mt^allen, pofitio, aUi 
bagtgen negativ unb bie a(gtbriiif(^( @umme (äinmtlic^ 
ijl fomit naü. 

4) 3)aft @Iti(^ungÖiJo[l)noin einer retiptofen @Itic 
ungerabtm ©rabe ifl balftt bmi) x — 1 ober x + 1 
je na4)btm bfe gleicbnaraigen Soeffttienlen entgegenge] 
einerlei Seifet" Ijaben. 35« butd) biefe SJiDijlon irr 
©leit^mig Dom gnabcin ©rnbe erhalten ntirb, fo » 
iinfere Unterfuc^ungen in ber golge auc^ nur auf folti^e ®1 
ober auf ©leic^ungen »on bcr gorm 
x"»+A,x*''-» + A,x»°-»-f-... + AgXä-|-AjX4-l=-( 
crflrecfm*). 



*) 3Bii tEntten titoli(!6 ttlS aKgeineine ^im eine ^leit^u 
6ei melier aUt gtei^namigen SoefftcienUn eineitti 3«<^n ^"bt 
im anbeten ^Ile bie Sfeii^ung pelS auf bie enoä^nte goem ; 
läßt. 2)enn ijl j, S9. 
X'n + A,!täo-i + A^x'^x-s + .... + An_ixH-l— An-ix' 

bie gegebene ©leiifiung, reelle not^ Obigem fein ffllittelgfitb 
man fdireibi bafüt 

fo erjiefit man ^ietouS fofott, bog baä ^olqnom buri^ (s' — 1) 

alfo [owolit fiii; s = -I- 1 o(ä I ^ i 9(«ü »trb unb fotiiit + 

jmei äSurjeln ber DOTgelegten ^tei^ung finb. ^i\fyct man bie 
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5) Ditiibirt man bfe ©(eidjung (3) \mx^ x", fo fo 

+A.-^.- + i)+A.-.(x + i)+A.-0 
€et(t man I)tenn 



fo Wirb 

TOorau« fi(^ attflemein ergibt: 

€uiiflituirt man nun in biefe @(d(^ung bei jtei 
m — 2, 3, 4, . . . . n, fo ttfulli«: 

»' + Jj - (x + Jjy - (l + ij - y' - 2 

- (j" - 2Jy - j _ j> - 3y 
. + !. = (. H-i,)y-(. + i.) 

- [y» _ 3yjy - jy» - 2] = y* - 4y^ 

u. f. ». 
Diit^ einfütjtunfl tiefer SBertlje in bit ©leidjung (4) 
nrnn nun ju ein« ©teidjung vom nten ©tnfce in y i 
ben ffifrl^en ron y ergeben fld) bann leidjt milteip @ 
(5) bit entfptei^enben »on x. 

SHDilion aus, fo gelangt man j" einet ®Ieiifiung oon bet in ol 
midetung carauSgeftljten ijronn. 
©0 fü^tt j. e. bie «leid^ung 
x" + A,x' + AjX» + A3I» — A5K' - A,x» - A,x — 
but^ SJiBifion mit {x* — 1) auf bic ©leidfeung: 
x" + A,x> + (A, + l}x* + (A. + A,)s' + (A, + l)x> + A.x 
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234 gilnftet »bf^nitl. 

!£)iffcd $!eifat)rni gibt imS beninad) ein SXHttl an 
ifbt reciprofe @lfid]ung von tintm gcrabm ®rait auf 
beer jurüdjufübrtn, bmn Orbnungdtrpontiit nur Ifdlb f 

SHaii bfin im «Rfii I[)tile biefefl 8cf)rburt!Ed üb« 
löfuiii) btr @leid)imgcn ^ilgel^eilteu unb unter Serüd 
bei obm in 3) Sliigcföljttcn, fi»t wir baf)er im ©tanbi 
®leic^ungm bid jum 9 teil ®rabe allgemein aufjulöfen 





Seifpiele. 


1) S« fti 

. 319 , 

" 28 " 

bie QtitUm @Ieiil)uiiä. 

®<^ntSt maa tafüi 

-' + ?- 
unb fegt nun 


45S , 31» 

"*" 14 " 28 

319/ , H , < 




" + H>- 


«rf. 


,. + ^ = ..- 


|o tttiiU mm: 

,'-2- 


319 , 453 



319 , 425 

''*" y ^ ^ y + TT ^ ** 

unb Ifierau« für y bU kiben Sffiett^e -■ unb --. 

17 
©eßt niiin junädffi y ^ -/ 1 f" er^tt man aus 

ober x' — x + l^ü 

für X bic SEßert^e 4 unb -. 

©ubpituitt man bagtgen in biefetbe ©leic^ung y 

fo Wirb 

, 1 50 
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Dber X« — y X + 1 = 

unt ^iernat^ x = 7 ober -. 

Die 4 Surjetit bct uorgetegten ©Eeit^ung jinb foi 

2) 3|l 

, , 37 , 883 , , 383 , 37 

" + T ' - T? • + TT " - T " - 

ixe gegebene ®(ei^ung, fo entfi^rii^t beifelben iiiit^ obig 
bie äßuvjtt + 1 unb Wenn man beS^olb mit (x — 
fo lommt: 

X* H — — X* — — — X* + ■— X + 1 = 
8 16 ^ 8 

cber (x= + -j + -(x + -J-— ^0 

ober, vatm man x -\ — = y, x^ H — ^ = >* 
feßt, 



Die beiben Surjeln biefer ®fei<^ung finb aber - unb 

man erhall fomtt au8 ben beiben ©leic^ungeu 

,1 5^,1 65 

. + ^ = -n„bx+- - 

für X bejüglidj 2 unb ^ ober — 8 unb — -, 

3)te 5 Surjeln ber gegebenen @Iet(^ung ftnb ba^ 



%. 109. SütFgnlien jut Uefiung. 

Die aUurjeltt bn no(^peI>enben teciprofen @lt 



beflimmen : 


37 . . 37 
- 12 '■ + 12 


2)x> 


19 , 19 
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fünfter aifdjnitt. 


3)1' 


-f- + ^--|' + ' = 


4)i' 


_.-.,-._-.,.= 


5)ji> 


173 . j^ 373 , 373 , , 173 

- W' + 3Ö' W +3r^ 


6),» 


79 , 157 , 157 . , 79 


1)x' 


— 9x»+27x' — 38i> + 27x' — 9i 


8).« 


43 , 223 , . 691 . 1097 , 




223 . 43 
- M- ^' - « ^ + 1 - »• 



C. Transformation )ec (6in^nvi^ttu 
g. 110. Aufgabe. 

f(x) = X° + ÄiX"-! + AjX»-2 + .... + An_,X 4 

iii eine anbete ju »etroanbeln, beten 9öutje 
fleinet finb, al* bie bet gegebeneii. 

Sluflöfung. 
Sejeiiitnet rann butt^ y bie Uiibefunnte bct neuen i 
fo foH nac^ bet ©ebingung 

y = X — a, 
alfo X = a + y 

metbcn unb bie froglidie @Iei(^im9 tuitb fomit ettjitlt 
mnn in §. 86 5} a pult x unb y patt S fu&fiituitt. 

(Si ivitb bemnac^ 
f (y)= f (a}+yf.(aj +y % (ü) + . . . + y—Cn-iCa) + y" 

«eifpiel. 

Um bie @lei(^uns 

f{x) = X* — 4xä — X* + 16s ~ 12 = 
beten 9Butjeln 1, 2, 3 unb — 2 feigen, in eine anbete 
ju »etroaiibetn , beten SQJutjetn (ämmltii^ um 4 Heiner j 
man iunäc^p: 
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ffion ben ^B^tn (Sletc^ungEn. 23 

f(x) = s» — 4k3 — s« + 16x — 12 

f,(x) = 4x3 _ i2sä — 2x + 16 

4(x) = 6x* ~ 12x — 1 

fsW = 4x - 4 

U{x) = 1 

unb oefttutme ^ietauS 

f(4) = 36, f,{4) = 72, fa(4) = 47, fj(4) = 12, f/4) = j 

fo folgt als neue (Steti^uiia: 

f(y) = y' + 12y' + 47?= + 72y + 36 =0. 

SDie Sffiurjeln tiefet ©lei^ung flnb: — 3, — 2, — l uti 

— 6, olfo in ber j^af um 4 Heiner al8 bie b« »orgelegte 
©teii^ung f(x) = 0. 

®d ftebatf roolil faum ber (SOBä^ming, bti^ bie etcn gi 
ltt)t(e IrflnSformfltionflmttffobe in ben mcipcn gflUen feljr von 
(flupfl ip. SRafdjcr fwtirt b«« »on Burdan gEle()rtf SSerfn^rc 
juin 3iele. 

Sfl^t man nÖmliii} bit triinSformirte ©(eit^ung etroa 
nätjtr in« Wuge unb »ergleidjt ba« erpe ©Heb, fo roiE fftiiimtlitf; 
GoeffleieMen bet folgenben ©Heber mit bem JSefte, iBficfjen w 
in btin auf- beö §. 93 nadj ber §i)rner'fd)en l5i«ifiönömet^obe be 
iPolijnomS f(x) buriJ) (x — a) erljüiteii ^aben; fo crftniit mn 
leitet, baf bfl« erpf ©lieb f(a) ni^M ^nbcreS \% al8 ber SRef 
wetd)« 6lei&t, mnn wir f(x) burcb (x — a) biDibiten, un 
baf man nur ben jtbeSinoitgen Duotienten wieberum bur( 
(x — a) ju bisibiren f)at, um in ben SRefien ber ffiei^e not 
bif auf einanber folgcnbtn Goefficienten ju ertjnlten. 

9Benben wir biefea Sierfalften auf obiges Seifpiet an, fo ei 
^ten xa'a: 

4 4 4 4 

■—4"— 4+4=o'~' + 4 = 4~^ 4 + 4= 8'~8 + 4 = 1 

— 1 4. 0—1 -^— I 4.4 — 1 =15 4.8 +15 = 47 
18 4.-1+16= 12 4.15 + 12 = 72 

— 12 4.12 - 12= 36 

nnb ^ietnai^ als ttanSfovmirte ®Iei(^ung : 

y* + 12yä + 47y= + 72y +- 36 = 0, 
)ie Bordin 

§nt baß erfie ©lieb x' einen «on 1 »erfctjitbeuen (Soel 
icienten, fo bleibt boS aßerfa^ren genau baffelbe. 
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238 SünfUt «6f*nitt. 

Um }. St. bie ©(eidjung 

4xä — 3x^ — ■ 4x 4- 3 = 
in eine onbete ju eerwanbeln, beten ^urjcln um 3 
^t man: 



unb bie träneformirte @feii^ung ^eigt fomit: 

4y* 4- 33y' + 86y -j^ 72 = 0. 



Die aSuräeln biefer _®(ei^ung (Inb; — 4, ~ 2 - 
— 1, -, 1 bie bet urfprönflft4en toaren. 

§. 111. 9(ufgii6e. 
@in( @Ieid)ung f(s) = in eine anbei 
wanbein, btien SSurjtln um a größer ffnl 
ber gegebenen ®(eid)unD. 

äuflöfung. 
93erfa^re genau wie in ber Dor^ergeftenbrn 21 
abn — a flatt a. 

Setfpiel. 
<Boü bie ©leit^ung 

X» — x« — 4x -f- 4 = 
in eine anbere ceiivanbelt Reiben, beten SButjetn u 
flnb, fo ^t man: 

_ 2 —2 —2 

— 1 — 3 ~ 5 — 7 

— 4 2 12 
4 

unb bie tranSfoimitte ©leic^ung ^eigt ba^et: 

ys _ 7y* ^ i2y = 0. 
®te aBurjetn biefet Olei^ung |lnb: 0, 3, 4, »ä^tenb 
gelegten — 2, 1, 2 Reißen. 

%. 112. 9lufgabm pr Uetung. 

1) Iiie ®Iei(^ung 

x^ — Sx» — 25x* + 44x + 60 ^ ( 
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bertn 9Buti((n — 1, — 3, 2 unb 10 finb, in eine cinbere ju 
wnoaiibeln, beren SBurjeln a) um 1, ß) um 2, y) um 5, rf) 
um 7 Ilfincr auflfaHm. 

2) aRan foU bie ©leiijjung 

x« — 4x'' -f- 2x* + 12x3 _ 23xä + 16x — 4 = 
in eint anbere öenpanbeln , beten SBJwtjeln «) um 3, ß) um 4, 
7) um 6 Hein« linb. 

3) @ine ©[eic^unfl aufjupetlen , berrn SBurjtln ei) um 2, 
/!) um 4, y) um 6 grö^Et finb, a(« bie SButjeln ber (Steigung 

x-i — 3k^ — Ss" + 15x* + 4x — 12 = 0. 

4) %\t @lei(^unfl 

4x* — 1j? — ]3x« 4- 28x — 12 = 
in eine anbm j" »erroanbeln, bmn SBurjein «) um 4 Ilfinet, 
ß) um 5 größer jinb. 

§. 113. «ufßoöe. 
SJje ®lei(J)unfl f(x) = in eine «nbert f(y) = 
ju Betwanbeln, beten SButjeln amal fo %xt% finb 
Ol« bie ienet ©leie^ung. 

Sluflöfung. 
Säuren loic in bie ®(ei(^ung 
f(x) — X + Aix"-' 4- Ajx—» + . . . + A„_,x 4- A„ = 

- flott X ein, fo flefjl biefetbt übet in: 

' & + ^' + ^' + • ■ ■ + --"^ + A- = ° 

a" a° ' a" ' a 

ober in: 

y" + Aisy"-! 4- Aja'y''-^ + . . . + An^ia"-iy + Ana" = 0. 
Um bntjet bie »erlanate ®Iti(^wnfl jU erijalten, multiplinre 
man bie @Iifbei ber gegebenen ©(ei^ung ber Steige nacl) mit 

J, a, a", ... a"-', a", 
n>o6eI febo^ bie fel)(enben ©lieber mit in Sttradjt jU jie^en (inb. 

Seifi>iEle. 
1) Um bie ©lei^ung 

X* — 4s» — k'' 4- 16x — 12 = 0, 
beten SBuijeln 1, 2, 3 unb — 2 finb, in eine anbete ju Bet= 
tuanbeln, beren Sutjetn 3 mal fo gtcg finb, fc^reibe man 
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240 Sünftet afiHnitt. 

y4 _ 4 yS _ y» _|_ 16 y — 12 

1 3 9 27 81 

fo folgt: ■ y* — 12y' ~ 9j* + 432r -- 972 = 
MiS iiit tecian^U @[cic^ung, beten 9Bur)((n nun S, 6, 9 
feigen. 

2) ©dD bie ©leii^una 

I* — 5x» 4- 4 = 0, 
btren Sutjetn l, 2, — 1, — 2 Reißen, in eine anbete 
iDeiben, beten ^utjeln 4 mal fo grog fliib, fo ^at man ji 
y* - 6 y* +4 

1 4 16 64 256 

ttotauB folgt: y* . — "80y* ■+■ 1024 = 

at« ©leit^ung, beten SButjeln 4, 8, — 4 unb — 8 fli 

g. 114. 9Iufsa(m sur Uebung. 

1) ÜJie ®Ui^mq 

X* — 9xä + 29x» — 39x + 18 = 
tn eine anbert ju vent)anbfln, beten äBurgeln «) 2, p 
mal fo fltoß (inb. 

2) 3Bau foB bie ®(ficf)unfl 

x6 _ 2x* — 2x3 — 8x* — 7x — 2 = I 
in eine anbete vcmanbeln , beten 9QurjrIn «) |, ^) 
(f) 4 mal fo groß |tnb. 

§. 115. «UföofiC. 
@ine ®Ieicf)ung befiel gebrochene ©oeff 
mfln foll biefelbe in eine anbete »etwanbtl 
fämmtlidje Goeffieienten gflnie3al)lfn fitib u 
ei^e« ®lieb ben ßoefficienten 1 ^at. 

Slufl'öfung. 



^- + ^ X"-' + i^« x-^ + . . . + ^ X + ; 

bit vorgelegte ®letc[)ung, unb m bad flfinjte grmei 
Sßielfnttie bcr Slennct b^, b^, \, ... b„_i, b„, fo 
man bie gegebene ©leicfjung nadj §■ 113 in eine an! 
SBurjeln m mal fo gto^ finb. 2Han erijält bafitc 
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SSon ben ^S^ttn lätei((iunaen. 241 

alfo eine ®[ei^iing, in totlt^et f&mmtlt(f)e Soeffitienten gnnjc 
3a^(en ftnb. 

©effiJiel. 

bie gegebene ©leii^uiig, nnb man »eiuaubelt biefelbe naif §. 113 
in eine anbete, beren ^utjetn 12 mal fo grog jinb, fo folgt: 

y* — ISy* + 240y* — 1296y + 41472 = 
aU @le(($ung, wel^e nut ganjta^lise Soefficienten ^at. 

anRietlung. §äufig tirjirit man «ue b« Derlougten »tbinaung 
entFptn^nbe ©feicfiang bur* anwenbung einet Heineren ga^t als bea 
Itcinflen gcmeinf^|tIi(^H BKl^aim fämmtlii^ei Stenner. 

SeTUMnbclt man }. S. obige &iti(bang in eine anbete, beren äBurgeln 
6 mal fo grog (inb, fo er^lt man 

■ y* — 9j* + eOy» — I62y + 2592 — 
aB »«clangtt tSleiAuno. 
3(1 ferner bie ©tenffung 

x'-ji' + Js — f-o 
gegeben, [o refulliit figon eine von getttn^enen Soefficienteii freie ®Tei[^ung, 
loenn man eine oubere lieflimmt, beten Sucgtln boppett |o grog finb, 
0(8 bie ber Mrgelegten. US nrfrb aisbann 

j. - 3j» + 5y - 3 - 0. 

g. 116. Sufflabm pr Ucbung. 

Mat^fie^enbe ©lei^migen »on ben ffitfl^jen ju befreien unb 
anjugeben, in iveldjem Ser^dniffe bie SuTjein b» neuen ®Iei< 
d)iing ju ben Surjeln bet gegebenen @lei{f}uns fitzen: 

1) x' — 4 X» — 4x + 4 = Oj 

2) X* + I- X» — Vt «* + I X — 5 ^ 0} 

3) x" + 5 X* + I X» + ^ X - 4 = 0} 

4) X» + I x" + i x^ — -,V X + f[ -=0; 

5) X* + 4 X* -H I X» + Vj X» + tV X + 3 = 0. 

g. 117. «ufsabe. 

Sine gtfietitiie @lei(^Hng i» eine anbere ju oei' 
TOttBbein, bei roelt^et ba« jwrite ©lieb fe^U. 

Slufföfuna. 

x" + Aix°-i + A^x"-» + ...-{- A»_,x -H A. = 
kie gegebene ©leidjung unb man fe^l Ifierin 
X = y + u, 
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242 günfttt abf*nitt. 

tvo a tim no^ )tt bf^menbc (onfioRtr 3o^[ btbtutet, 

y" + ny"-' » + g y""* a* + . . . + a° + Ä^y 

+ (n — 1) A,y— » a+ ... + a"-' + ... + 
ober 

r + (na + K) y'-' + . . . + A„ = 0. 
BeÜ nun hierin tai giutite ®[iib vttft^winbtn , ft 
fo btflimml rotrben, baß man ^t: 

na + A, = 

ober a = i. 

D 

Um btmnac^ au« btt ©tti^uitfl f(x) = eine an 
= ju tnhvirftln, tertn jweite« ®Ii(b ft^It, fü^rf mar 

für X btn aBettl) y ' ein ; bie aBucjitn ber neuen Q 

)ßer alft bit btr vorgelegten unt 

Xtani^otraathn fann a[fo bad in ben SS. 110 unb Ul 
Setfa^ren in ^nwenbung gebrai^t roetben. 

iÖeifijiele. 

1) ©oO bie ©lei^ung 

X» + Sx» — 16s -H 12 = 0, 
bertn SEBurjeln- 1, 2 unb — 6 feigen, in eine onbete w 
uetben, bei roüittx iaä jtnette ©lieb fe^ll, fo ffat man naä) 

» = y - i = y — 1 

JU fubflituiien. X>a alfo y =- x + 1. fo erhält man nai^ 
™ 1 —1 _ 1 

8 2 10 

— 16 — 18 — 19 

12 SO 

unb I)iemai^ bie oetlangte @(eic^ung 

y» — 19y + 30 = 0, 
beten SBurjetn 2, 3 unb — 5 flnC. 

2) Um bie ©(eii^ung 

■ x^ — 6x* + 4x — 5 = 
in eine anbere ju oerioanbeln, beren jweius ©lieb fe§tt, f 

«(fo y — X — 2, 
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a3on im ^B6eten ©leWungen. 

[0 fcigt nai^ §. HO: 

2-2 2 

— 6 ^— 4 ^ — 2 ^0 

4 — 4 — 8 

— 5 — 13 

unb ^ieiita(^ aii certangte ©teii^ung: 

yS _ 8y — 13 = 0, 
3) ©DÖ x^ — 10x8 ^ 24x* + 32x — 128 ■■ 
Bom jtoeiten ©tiebe befreit luerben, fo fefe man 

K = y + - = y-t-- 

alfo ■ y = S — -, 

fotnit mä) %. HO: 



unt» n^Ut 




33 , , 79 


243 „ 


y' - T J* + T y - 


--16-° 


Ol« flmttnf^le ©leic^ung. 





§. 118. 9(uf0a(ien }iir ttefiung. 

3ebe bet nfl(l)Re^(iiben Olcit^unfloi in eim anbm 
iDanbeln, bei weidjer baS jiveitt ©lieb fetflt: 
X« + 12x» __^8x + 4 — 0; 

2) x^ — ISxä 4- 12 = 0; 

3) X* + 24x'' — 14x* + 8x — 2 = 0; 

4) X* — 2x« + 6x -t- 10 = ; 

5) x^ + 3x* — 5x* ~ 4 = 0; 

6) X« — 12x» + 15x» — 6x + 4 = 0; 

7) X« + 5x'' — X + 3 = 0. 
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D., 3tuflö(un9 ber nantcrifdieii ©IridHingni. 

%. 119. ^rOitrutiB. 

@lne @[ei$)jng, bmn gotffidenttn brfttmmtt 3A|}lfn ftitb, 
f)(i0t tine nuniEtirrf)« ®((id)ung. 

aSit tiabm bmllfl im «prn I^tile bitft« St^rbudjf« bie 
nllgenieinm SIuflöfuTifl«mftl)otm für ©Ifitfcungfn bieftr 2Irt fenntn 
t^fCemt, tvmn fol^t ben vierten @rab ni(^t Überlingen uiib woütn 
nun gufeben, )vfe man bei ber SSeflimmung ber Unbefatmttn ju 
«erfahren ^at, wenn bie ©leidjunfl uon einem fjöfjertn ®rabe 
als vom vierten if). SBenn tö aud) ni^^t m6g(i(^ i^, eint tili'' 
gemeine 3Reli}obe anjugeben, na(f| ivclc^tr {ebe f»öE»erc (Sleti^uns 
flufgelöft werben fann, fo finb wir bodj im ©tanbe, im %aüt 
bie betteffenbe SBSurjel irrational jfl, biefelbc nä^rrungöiveife 
fo genau anjugrben, a($ eö eine nue ber ^raiiö rntriommene 
Stufgabe nur - rofinfi^en Wf t. S)ie cntfvret^enben SJerfa^rungfif 
arten, ml^t mit fpÄter werben (enntn lernen, föfiren in ber 
JRegei au6) bei ©leic^ungen be8 britten unb »ierten @rabe« viel 
rnfd)er jur Sluflöfung, als bie frnfjer gelehrten aHgemeinen SÄe^ 
ttjoben, fo bQ^ man in ben meifien gnllen gut tt)un wirb, nu(f) 
biefe ©altung von ©leidjnngen narf) ben jn letirenben SRÄEferungfl' 
metEjoben aufjulflfen. 

i^inb, wie wir bieS in ber golge ßctd vorauefef^en, fäinmtf 
lic^e ßoefpdenfen ber ©leic^ung f(x) = o reeße unb awor 
gange, l^ofilive ober negative rationale ^al^Un*), fo f^nnen 



*) ®ie(e aSomuSfefeung ift erlaubt. ®enn ^ot junüi^ bie ®iei(iOuiig 
imaginäre Soefficitntm, fo lägt fid^ biefdbe immer in eine anicxt 
mit reefUn Soeffitienten au( lolgenbe %ü umwaiibrin. 

3(1 x" + (A, + B,i) x-i + (A, + B,i} K-i + . . . + 

(A„ + B„i} = u 
bie gegtbene @Iei0iiiig unb mau trennt bie iccllen unb imaginären 
»Heber, [o lolat: 
(I" + A,xn-i -I- A^—ä + . . . + Ab) + CB,x°-i + B^— » 

+ ■ ■ ■ + Bn) i = 0. 
itRuItipIitiit man nun bicft (^{eicftung mit ber jugeoibneten: 
(s» + A,iti.-i + A^"-* + . ;. + A») - (B,sn-i + B^i—a 

+ . . . + B«) i = ü 
(o er^äU man eine ISIeid^ung iDom 2aten (Krabe, mit lauter reeUcn 
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bit aSuTjcIn brifttbrn t^tilmtift obn afit tationale, irra» 
ttonale ober iinagtnitre S^W^ r^i»- 

a) Sdünniiing in toHemltn tVHcjdn. 

g. 120. Stuffiifuno tturiJ^ ^(toniDeilepng BeS legten mi^ts. 

1) 9)taii brinfle jMnacbfl t>ie uotgdtgte ©Indjung «uf bit 
in 8. 86 (1) (inflEgettne gotm wnb beftitigc nnctj S- 115 bie 
ftiOQ nod( in becfelben Dortomintrtben gebtodieneti ßoefpcientni, 
fo muffen noc^ 8. 100 fömmtlitlje rationale SButjeln, mtldjt ber 
rtfultirrnbfn ©leit^ung rntfprrd^m, gange Sovilen unb na^ 
8. 95. 3uf. 4 juglfiti) Safto"" ttö tt^ten ©liebe« fein. 

3ut Sliiffudjimg ber ffiurjeln einet folc^en @Iel(^ung etgibt 
fli) ijiematt) unmittelbar folgenbe« SSerfafjren: 

9Ran jetlege baö legte ®Iieb beüfelben In feine (infamen 
unb jufflminengefcgten Saftoren, unb fubfiituite aföbtinn, roenn 
ber ©leidjung fcioolil pofitioe alfl negaiise aSnrjeln entfpree^en 
iönnen, bic innertialb ber ©renjen bei poßtisen unb negativen 
Sutjeln liegenben ^aftoren ber 9teiE)e nac^, forao^I pofiliv ali 
negrtti» genommen, in bif »«gelegte ®Iei(^ung (latt ber \Xnbt' 
(annfen. 3eber gaftor, weldjcr bafl ©leie^ungflpolijnom bo&ei 
auf 9tuU bringt, ift alflbann eine Surjel ber betreffenben ®Iei($ung. 



Coefficienten, inbem i» = — i ift. Unter ben 2n auurjtln bitf« ©Itii^unfl 
bepKben fid& üb« bie nSEButgeln bet DDrgefeflttit. 

9rt* j. ». X» — 2uc + 3 = 

bie gegebene @Ieu^tmg, fo fotgt ouS 

(X» + 3 - 2üt) (x» + 3 +- 2ix) — 
bie tSUit^ung 

X* + lOx' +9 = 
Dber roenit man x' = y fegt, 

y* + toy + 9 — 0. 
Wm finbet ^iermiö 

?i 1, y» - - 9- __ 

aifo ift X = ± j^- 1 = ± i ober IC = ± [/- 9 = ± 3L 
%ü.'^tt man bee ffleifie nad^ biefe ©ett^e in bie oorgetegte ®lei(^ng ein, 
fo ergibt ftä) (ei(!Ot, bag -~ i unb 3i bie beiben äBurgeln berfeCben finb. 
^t bie ©teii^ung itrationole Soefpcienten, fo fBnnen mir folt^e 
fletS burc^ %tU(^ ^inieidienb genau auöbrüden unb bann bie Qlleid^ung 
na(^ g. IIa in eine anbete georbnete mit gangen iJoelfiäentenBeTOanbetn. 
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Unt auf biefe SQSeife j. 93. bic ialiona(en Surjeln Ux ® 
f(s) = X* + 9x3 _ 46^8 _ 96j _f, 288 = ( 
ju «mitteilt, teiflcfftd^tise man junSt^f),. bog biefelben pofti 
ncgatio fein (Bnnen. ©te Sa'toren ooii 288 finb nun: 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 32, 36, 48,'64, IS 
unb man et^Hll: 

für X = 1 : f{s) = 1 + 9 — 46 — 96 -I- 288 = 
'- x=— 1 : f(x) = 1 — 9 — 46 + 96 -I- 288 =• 
= X = 2 : ffs) = 16 + 72 — 184 — 192 + 28 
= x™— 2 : fix) = 16 — 72— 184 + 192 + 288 = 
= X == 3 ; flx) = 81 + 243 — 414 — 288 + 288 = 
= x=i— 3 : f(x) = 81 — 243 — 414 + 288 + 28; 
= X = 4 : f(x) = 256 + 576 — 736 — 384 + 28: 
Bä^it man in biefer SBeife fort jU opmren, fo finbet nra 
loieber für x = — 12, f(K) = icirb. ^3 finb fomtt 2 
4, — 12 bte »ier ©urjcin ber Botgdegten ©leii^ung. 

2) SBie flu« bfin tbm bctjanbcltm 33eirpiflt tjeroorgi 
bie jiiT ^Crüfung Cer gaftoren in änroenbunfl gtbrailjtt 
tution in bcn nitijien pUen fet)t langwierig unb jeiln 
Wall gelangt viel rafc^er jum ^»U, wtnn man bie Unitrfi 
ob einer ber gaftoren eine 9ISurjel fei, mö^ hn im S- It 
flftragtnen SÄet^obe »ornimnit. 

Um ffierno^ j. S8. bie SEBurjdn ber ®tet(^ung 

X* + X» — 19x* + llx + 30 = 
JU finben, bilbe man junSc^p Bon 30 bie gaftcten: 

1, 2, 8, 5, 6, 10, 15, 80, 
fo folgt noi^ §. 101 : 

x=l:y+ll=4i,y— i9=.22,~+l=23; 



x=3:-+ll=21,^-19=-12,^-+l=- 

x=-S:^+„=,,. 

x=s=4 unb x=— 4 führen foglei^ auf Srüd)e , 

30 
x-=5:— +.n-=17, 
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Die i SaJuvjeln finb ba^et: — 1, 2, 3, — 5. 

Sorpe^enbe Opecaticn IfiBt fi^ aud^ mit aden tfa(tortn jiu 
gfei(^ auf folgende jftt torne^men: 



1 




2 


-2 


3 


—3 


5 


-5 


6 


-ft 


101 


-10115 


—15 


301—30 


301—30 


2e 


—15 

—4 
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21 


— lOl 6l — 6l 5l —51 3l 


-3I 2 
8 13 


-2 
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30I-3O 
411—19 


41 
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—12 
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SBejüßlic^ ber ^rflfung bet Sattoren -[- 1 unb — 1 fcebient man 
fli$ einfai^er bei ®u6|titutiDn berfelben in bad @lei(^unge))Dl^nom. 
3) §at rrnm alle SButjeln w„ v/^, .... w„-j einer ©lei^ung 
nten ©rabefl biß auf jlBei mni«c(t, fo Inffen (t(^ tiefe 6eiben 
au(^ leicf)t nnc^ §. 95 bnburdj bepimmen, baß man bafl ©Itfdjunflö' 
potijnom bwrcfe ba« 5Probuft 

(X - Wj (X - W,) .... {X — W„_2) 

toivibtrl unb ben erl)alttnen Ouotitnten gltti^ ^üG fet(t. 3>it 
SSJurjefn btr Ijicrburd) rtfultiitnben quabtatifc^en ©Ittd^ung (inb 
jugleid) bie no<^ fetjlenben btr urf^rönotidren ®Ieicl)ung. 
©inb j. ö. bie Surjeln ber ©Uit^ung 

X* — X» — s* + 4x — 12 =. 
auf)ufu<^en unb man bilbet »on 12 bie Schoten: 1, 2, 3, 4, 6, 
12, fD i)at man: 



-12 



12 



-10 



—8 


4 


—4 6 


—6 


12 


—12 


4 


— a 


31—2 


2 


— 1 


1 


8 


1 


71 2 


6 
— 1 
—2 


3 


5 



3toei tet aßutjetn finb ba^er 2 unb — 2. SDioibirt man nun 
ba« ®(ei4una8pol^nom x* — x'' — x* -[- 4x — 12 \>m4) ba8 
ißrobutt (x — 2) (x + 2) = X» — 4, fo refuftttt x» — x -J- 8 
ata Ouotjenl unb aud ber quabratif^en ®(ti<^uns 

x' — X -I- 3 = 
ergeben fl^ bie fceiben i maginä ren SBJurjel n ; 

l + t^-" ..„V l-t^-ll 
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Xnntcttung. autf) ntitttlH tiet ^fifieten ant6inetifc6ai Wti^ 
(X^t. I §. !94 unb 195) tftnncn biet ationaUnSuraetneintrÖiretl^inig 
bfflitnmt »etbüi, uibem man jtbe ©Indjuiig 6(3 nten ISrabeS aU auä« 
bni{t ffii bag aQgemtJne @lttb tittct 91ctE)t nten 9taiigc<S -anfe^tn km, 
@nli(tituirt man beäbott filr x tEi ffleiftc nai^ l», l , 2, 3, .... unb fe 
rwftnet bit entfpteAenben äBti:tt)e beS ^JoIijiioinS f{i), fo Silben btefe eint 
btm ffitabetponenten btt ®(ei4ung tnl|ptt(^enbe ifiiitxt Wei^ Unfc 
nndelt man tomlt biel« SRtite, fo liffttt bet ©teHttijeigei eine* ttbtn 
(älicbtS, baS 9Iun ifl, juglcidj tint SBurjel ber aegebentn läleit^mtg. 
CntfprecCitii ber iSleicbung negatt« rationale SuTjetn, fo i|) bie Snt> 
»tdelung nai^ btefei ®tite ^in cbenfallä boijune^men. 
I£in ^ifi>iel wirb baS Sofa^rtn flar machen. 
- SB fei f(x) = x' + 2x« — 2i%- 5ü = 

bie gegebene (ftleie^ng. 

©tbt man ^n i = O l 2 3 

fo telnlttrt: fii) == — 50 — 72 — 84 — 80 

unb iDenn man bie Unlieber bei entfpie^nben 9(ei^e 3ten Slangeö bilbtt, 
fo trffll: 
_ö _4 — 3 — 2 — 1 1 2 3 4 5 

ö' ^ 16 "V —24 -^U —72 - 84 —80 -^i "IT 



Die SBnrjefn ber ISfei^ng fmb [omit: — 5,-2 unb 5. 

SRm Qbergeugt fii^ tei(f)t, baß in ben mtifttn fjälltn biefeS Stifa^ 
Diel -»eitläitfiget iji, oIS boB cDr^m güt^rtc. 



g. 121. Wufoabm 3ur Uebung. 

!Die ratiDiialcn SQutjelii in nadifle^rnbtn ®ltid)uns(n ju 
beflimmtn: 

1) x» — 6x» — 16x + 96 = 0-; 

2) x" + 4x'' — llx — 30 = 0; 

3) X* 4- 7x> + 18x* + 8x — 160 = 0; 

4) X* -.- 12x» 4- 48x» — 88x + 96 =* 0; 

5) x6 + 15x* — lOxS — 630i» + 9x -f 4455 = 0; 

6) X« — lex" + 34x* + 80xs — 191x* ~ 64x + 156=0; 

7) x^^ — 2x* — 72x» ^- 392x» — 784x -{- 960 = 0; 

7 11 1 ' 

o^ 4 52 , , 133 , , 23 2 „ 
') " - 16 " + W " + 30 • - 3 - "i 



10) X' - Jl .• + 5z. + H , 
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aJon Den ^öfttreit ®ltii()ungen, 
b) flcfllminpng in Iniilttniiltn OnrjtlK. 

§. 122. Srllfirung. 

Um bie in einer ©(eictjunfl etroa »orfoinniEntien irr* 
nalen SBurittn nä^ErunflSroeife ju ermitteln, fuctjt mai 
nadjfi ifbe b«ffI6m jwfft^en jrofi ^aiiUn ein jufdj liefen, i 
^ö^fienö um bie Stnfieit von einanbet Berfdjieben ftnb. 
ju btweiffleQigen, beftimme man jmtß nai$ %. 105 bie ®i 
g unb — gl ber SButjeln unb fü^re nun für x ber Weilie 
0, 1, 2, 3, .... g, — 1, — 2, — 3, .... — gl in 
©leic^ungövoivnum ein, fo lieflt narf) §. 99 jwif()}En le 
bieftr 3o^'fii/ *'"" SubjlitutionörefuItfltE entgeflenflefeete 3 
tjnben, rocnigfiEnft eine itelle Sffiurjel bet ©leit^ung. 3)n 
nicfjt aflein jlBift^En jWEi foIct)et Säulen Ü6ert)tiul3t eint 
gerate SInjat}! von S^urjcln liegen, fonbern aud; nat^ { 
3uf. 1 iroifctien je jwei S«!)'*"/ welche für x in ba$ ^ol 
flefe&t, äiefultate »on flleif^en äfitfl'n liefern, eine getabi 
ja^[ von 2Butjeln enthalten fein lann*), fo njetten wir 
•oot SiDem bie äufflabe ju fJellen fyxbcn, bie irrationalen ©u 
feI6ft wenn jioifdjtn jwei unmittelbar auf einanber folg 
ganjen ^af^itn me^te foltfeer liegen feilten, öon einanbi 
trennen unb gmifi^en engere ®renjen efujufil}liefien. Seooi 
jur Se^Aublung ber »on @turm fär bieft Slufgabe gege 
Söfung fc^reiten fönnen, iß ed not^rotnbig ben na<^fle^ 
®a^ JU beweifcn. 

§. 123. ec^rfn«!. 

9)trf&^it man unter ber SSoraudfe^ung, bnf 
®(eid)ung f(x) = feine gleii^en SßurjeEn I)at, 
bem ©leittjungepolijnom f(x) unb ber borau* ti 
leiteten gunftton f,(x) analog mit beim Sluffu^e; 
größten gtmtinft^afttii^en %^tiitti unb bejei( 
R,, R,, Bj, .... ber Mei^e nac^ bit ^ierbti 6lti 



*) Cä utrb natilili(!^ DDcauSgefe^t, bag bie bex ^leii^ung etm 
ffn:e(^mben ratianattit, obet gUiii^cn ^ui^tln naäf ^^^etctn 
au3gcf(^Kben finb. 
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\>tn atefie mit entgcgengefcßKn 3"'^'« flenommtn, 
fo tSnnen nie jtoci un mitte (bat flufeinanbtrfolgriibe 
Sunclionen bet 91eit)e 

f(x), fi(x), R,, Rg, Rs, .... 
für (inerlti StrtI) von x 9IulI roetbtn unb ttiicb eine 
bitfet Functionen Für einen befonbeien SQert^ son x 
9lull, \i> ^abtn bie tifibeit benai^tiaiten Functionen 
entgeflengefefte ^ii<f)tn. 

SSewei«. 
Da nac^ ber 93otflu8ft&ung f(x) = (eine gleidfen SÖurjeln 
^ot, fo ^nben f(x) unb f,(x) feinen geineinfi^aftlii^e« 3;bei(fr 
(8. 106) unb tS iBitb bemnad) julept ein 9teft bleiben, totiäftt 
fein X ine^t entt^Alt, alfo irgenb eine beftimmte ^at)l audbrädt. 
Sejeic^nen wir biefe butc^ a unb bie ben 2)iBiforen 

fi(s), R,, Ea, Rs. E4- K^, a 
ber SReil^e nod) entf)]iei$(nben Duotienten burd» 
Qi, Qi. Q», Q*. Qs, 0«. Q7, 

wornatf) alfo anflenominen roitb, ba$ Bg = * ff'/ f" «f)aflen 
wir folgenbe« @^|iem Bon ©leiiijungen: 

fW = Ol fi(^)-Bi 
f,(x) = Q, R, - R, 
R, - Qfl R. - R9 
R, « Q, R, - R. 
R, = Q, R, - B^ 
R. = Q« R« - » 
R^ = Q, a. 
^ierauÄ ergibt fit^ aber, ba| niemal« jwei unmittelbar 
aufeinanberfotgenbe gunctionen, wie j. ©. R, unb R^ für benfelben 
SHäert^ Don x 9IuII werben tonnen. 33enn nehmen mir an, eS 
wäre j. ©. fflc X = a fowoljl R, aI8 Rg SRutl, fo würbe au6 
ber Bietten ber Bor(lef>enben ®(ei(^un9en folgen: 

ß^ = 
unb l)ierna(^ au8 ber fünften: 

Rft = 
unb fcfilieflid) au« ber fehlten; 

a = 
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mai unmöglich if), ba bit @[et(^ung f(x) = Eeint gteii^m 
Üffiurjtln [)at, alfo a eine ganj befümmte 3i^I btbmtet. 

analog gilt ba« ©tfagte für f(x) unb fi(x). 3ft nun abtt 
nur Hnc ber giinttionen f(x), /^(x), R^, R,, .,.. j. 93. 

R» = 0, 
fo ttfullitt rtu* bfr btittm btt obigen ©leit^unflm: 

R. = - K,, 
ttJOMUö ^«»orflf^t, baß in bitftm §allf Rj unb B, mtflcaengf- 
■ fctjte 3'idjEn ^a6en. 

g. 124. (Satt tion ^taxm. 
©ejei(t)mt a tine bet SButjdn ber ©Icit^unfl f(x) = 
unter ber %orauefe$un9, baß bitfe nut ungleiche SQuijefn ^at, 
ä eint unenblii^ flein tverbenbe @cöße, fo ^aben na^ S> 99 
3uf. 2 f(o — d) unb f (« -I- rf) entgegengefeetE 3*'(t)fn unb 
ta f,(x) fiU X = « nid)t 9Iun »erben fann*), aber fi(a — tf) 
unb f,(« + cf) bem fi{a) fo naife getirni^t werben fönnen nlfl 
man roiU, roenn man nur i tUin genug annimmt, fo mAffen 

f,(« ~ J), fi(«), fi(« + '^) 
einerlei Seiten ^abe«, ba fi(x) fietig unb fj(«) nidjt STuH ip. 
5Run ift aber na(^ S- 86 (6): 
f(« - <r) = £(«-) - Si;(a) + rf%(«) - .... 

fl:« -I- rf) = f(«) + jf.(«) 4- rf'f.(") + .... 

ober bfl f(«) =- 

ift, aui^ 

f(« _ J) == _ tff^(a) + ^«f,(«) _ .... 

f(« + <f) = Jf,(«) + rf%(«) -f- .... 

9ia^ §. 90 fann man aber J fietft fo flein toAtiEen, baß 
bie äHrften »on f(a — J) unb f(a + S) mit bm 3*itfefn *>« 
beiben Sinfangdgliebet — <Jfi(«) unb ä(^(a} öbereinjlimmen 
unb ba J pofitio i% fo ^at f(a — J) mit fi(a), alfo ou^ mit 
fi(a — <f) entgegeiiflefeM«, bagegen f(a + <f) mit fi(ß) 
unb mit fi(a + rf) einerlei 3fi»^(n. 

®e$t man ba^er in ben Functionen 

itx), n(x), R,, R,, B, 

pir X ber. SRei^e naä) alle innerhalb be* SnteruaHcS a — ä bi* 

*) äXTii f onH toürttn bit jroei unmittelbar aufeintmb« frigenbtn ganctionen 
fi;s) imb ^(i) fUt X ■" a ))eif(!^n)!nbm, mae gegen btn Sag §. 123 nätt. 
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a 4- J auf (fnflnbet folgenben 9Btrt^e unb notirt 
nur bie ^t\6)tn ttx ®Uebet, fo .werben f(x) unb f, 
X = (« — rf) einen3ti<$'ii«'e(^fe(, bngegm fftr x = ( 
eine S'if^tufolflf abgeben unb roenn feine bet gu 

Kl, Bü, Bs für X = « Kufl n>itb, fo befallen 

aii {tetige Functionen sen r t^rt 3c<i$tD unverAnbert ( 
j}tl)t [omit in biefrm SaDe in bei Steitfe ber obigen %v 
ei« unb nur ein 3ei(I)eniBei$feI »ertöten, wenn x futct 
a — rf in ß + (J öbergeljt, alfo eine Sßutjel bet 
f(x) = übetfc^reilet. 

9Ie^men roit nun an, e« merbe eine ber gunctio 
E,, Ej,, .... j. SB. Kj für K = « Ftutl, fo fint nad) 
ge^enbtm Bg unb R^ nii))t 9Iu[I unb ^aben entgeg 
3eii^en. 

3l[8 fietige gunetionen behalten biefe bei ^inteit^ent 
d für X = « — rf unb X = « + <f biefelben 3" 
ipie für X = «, n)AI)renb Kg für x ^ a — rf unb x = 
einerlei ober oerfct)iebene ^n<i}m annehmen fann. 

W\i tjabm fomit folgenbe ciet äeif^enflellungcn 
a) roenn E» pofitiB unb R^ negatis: 



für X = 


- K - c! 


E, E, E. 

+ + - 


E, E,E, 

H — 


E, E, EJE, 

+ + -1+ 


H X = 


~ " 


+ - 


+ - 


+ -1+ 


" X = 


- O + (> 


+ H 


+ ^_+__|+ 




b) tvfnn B, mgati» unb R« voil'tv= 


fäi j - 


. o _ <r 


E, B. E,|E, R, R. 

- + +, + 


K, B. KJB, 
- + -t 


„ X = 


= « 


- +- + 


_ -1 


/» X = 


= o + J 


h + 


h 





5)ie SBetgleit^wng fämmtiitifer ffit x = a— 6 unb 
+ rf erhaltenen 3Ei(^enrei^en läft un8 foforl etfennen, t 
bie Slnjnljt ber 3eicf)enroe(^fEl biefelbe geblieben ifi. i 
felben 3tefultate gelanflt man natfitli(^, roenn irgenb eim 
ber Functionen fi(x), E^, R^, R^, .... 3IuIJ gefegt mott 
unb mir fSnnen barum aügemein befiaupten, baß toenn 
Functionen fi(x), Ei, E,, B.,, — ein ober me^rina 
Wirb, müfirenb x Don a burt^ « in b übergeljt, in beu i 
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tttt ßti^tn^tÜmQtn »ebet ein 3t'(ftfnwec^f(l fltiponnm no^ 
Bwlorm Wirt. . 

S)ied tn SJtrbinbung mit im Obigen f&^rt ju folgtnbem 
ig^tuffe: 

SP « rine jwifefKn a unb b (itgenbt SSurjff b« ©Itic^ung 
f(x) = uiib man Ifl^t x »on a bi« b fit^ fiftig Änbmi, unb 
btfliniint icbcdmal bit entfprtc^tnbt 3f^tnf)(0ung btt Sunctionra 
f(x), fi(s), ß,, Rsi, .... fo gebt bei bem a^urdjgnnge be« x 
" buttt) « ein 3(i'J)ei'n'e^ff' iierloren b. ^. für einen unmittelbar 
auf « folgenben SBJe«b con x ertjtllt nmn in ber 3*icb*tireil)e 
einem ^tii}tmot^iti »eniget «W fiit x = a. 

Sejeit^net ferner ^ > « eine jweife jwifdjcn « unb b 
litflenbe SSßurjel ber ©leii^ung f(x) = 0, unb man »erfÖIfrt 
analog wie oorliin, fo ge^t bei btm Siuri^gange be8 x buttt» ß 
rofeberum ein 3tl^ftitt'E(t|ftl wttoren u. f. f. Sflr x = fa »erben 
enblit^ genau fo öiele ^t^txwti^ftl »ctfebwunben fein, al* 
reelle SBurjeln ber ©leic^ung fljx) = jwlfdsen a unb b liegen, 
roi)b«t(^ un« affo ein 3Hittel an bie §anb gegeben i|i, fofott 
anzugeben, wie »icle reeße SBuTjetn einer ®(tii^ung f{x) = 
innerhalb gegebener @renjen liegen. 

anmcTlung. SHcfer mithat @a^ nmibt im Qolite 1S29 oen 
©turnt betanut gtmattit unb miiD nai^ i^m bev ©tuim'fc^e @ae 
genannt 

3ufAt>e- 
1) SQirb eine ber Functionen 

f,(x), R„ R„ R( 

SluK für X = a ober i = b, fo (ann man bieftite gonj au^er 
%i)t (äffen. 

3ft j. ». B4 = 0, fo iiobm Kg unb K^ entgegengefejte 
3eicben unb ti finb nun tterfe^iebene götle ju unterft^eiben, ie 
na(^bem Bg pofitiv ober negativ ift unb je nai^tem man B,, = 
■ + ober R, = - feftt. 

©ejögll(^ ber 3f'^«"«i|ftn «^Iten wir blefem entfpre(^enb: 
Rg B, Bs Rg B^ fij 

4- +0 - - +0 + 

+ -0 - + 

a(fo in aQen %hÜm einen 33)ec()fel. 

SAfI man aber B. ganj aufier Sat^t, fo ftnbtt ebenfaU« 
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buidiwfg nuc ein 3fi^cnn)t(i;ftl flatt unb cd fanit alfo in b« 
Xfjat R^ entroebet + 0, — geftot ober ganj »Btggelaffm werben. 

2) SP a eine Söutjel b« ®leiit)unfl fl;^) = 0, a(fo %) «uH 
unb man lügt f(x) flnnj ou^er ad)!, fo befielt jroifc^en i{a.) unb 
fi(a) lefn SeidjenweiJirel unb, ba f(a + rf) unb fi(a + S) einerlei 
3er<^ l}nbfn, fo fäDt aud) ^let ber Stit^cntbet^ftl toeg. SAf t man 
ba^er in ber etfen 3''*ljen"'f)t für x = a bo« erpe ®[itb f(a) ganj 
Au|ec 9l(t)t, fo btff^rmtl fli^ bie Untetfu<^ung auf bie ^Seßimraung 
ber Slnjo^l ber not^ jn>if4f* (" + rf) unb b liegenben rteßen 
fflJurjeln. 3(i tiefe nadj obigem Softe (mit Stglnffung von f(a)) 
etmicielt, fo ifl batuntre bie SSimjrl a natAfUd) nii^t mit inbegriffen. 

3) 3(i b eine aBurjel, alfo f(b) =- tmli man läft bei 
ber 3ei(^enfleHung ba« erfte ®(ieb {(h) «nberürffic^figt, fo befte^t 
»ieberam jroift^en f(b) unb fi(b) fein 3ei(^enn)e(^fel. iDftjetnet 
f(b + rf) unb fi{b + rf) einerlei Seltnen ^aben, fo entfptfH* 
aui^ f(b + <J) unb f,(b 4- 6) fein ßtiijtntotfifitl unb bie 
Slufgabe läuft barauf tiinauS, ju beftimmen niie viele reeDe 
äßutjeln iwifcfien a unb b + J liegen, bie SQutjel b ^tertei 
mitgeret^net. 

4) 3fl f{a),= unb f(b) = unb man (i^t in ben 
jwei entfpretfcenben 3«i^ra»i!)tn bie erfien ©liebet unbetötffictttiflt, 
fo etgibt ft(^ ba0 Slefultat leicbt aud bet Sierbinbung bet beiben 
votf)crge[»tnben %Mt. Sie äButjel a wiib ntt^t mit geie(^net, 
wo^l aber b. 

5) (S« feien oc, ß, ... 9ButjeIn bet ©leic^ung f(x) = 
innerhalb x = a bid x =- b. Sä^t man nun x oon a bifl b 
fueceffive luae^fen, fo E)abcn fär ein [)tntei(|enb fleined <^ bie 
gunttionen f(a — 3) unb fi(« — rf) merfe^iebene, bagegen 
i{a -H S) unb fi(a + ä) einerlei 3ei(^en, fo baö ftc^ nlfo ber 
Bor bem S^urdjgange burt^ bie SKurjel sniift^en f(x) unb {^{x) 
befie^enbe 3ci(^(nn)fd)fel nai^ bem !l)urd;gange in eine ^txijttv 
folge »eriuanbelt. a)a aber roiebet ({ß — 6) unb fi(y? — 6) 
vetf^ietene ^t\^m ^aben, fo mu^ fit^ jene 3*i<^*nfoIfle vor 
bem 3^UT<^gange burt]} ß n>ieber in einen ^tiiitm'mt&^S^l vei' 
roanbeln u. f. ro. SlUgemein irirb alfo fi{x) fein 3fi*^'n Pd* 
änbern, »enii x oon einer SJutjel jur näe^flfolgenben fortfc^reitet. 

6) 9ef)JlU eine ber Sunetionen 

f(x), f,{x), R,, E, R„ R^,, ..... 
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etwa R, bafftI6( ^tiä^m bd, loflfirftib x v<m w M4 b iwäi^li, 
fo fann man bic Steige bti Suif'i'ontn "<■< R< abff^Utßm unfr 
bi( Unterfuc^ung Hoß auf bie guncKonm 

f(x), fj(x), Kl, Eg, .... R. 
bef<t)Tän(tn. 

3)enn bte Mei^t 

R„ K^i, R^, 

^at für X = a unb X = b bitfetbe Sngatjl »on äeic^entoft^ffln, 
inbfm baß erjie ®lifb fein Sf'^f" "("^t Änbtrt unb, roie frü^tr 
fltjffflt »iirbe, burd) bie 3(i(^enänb(rung ber folgenbm ©Hebn 
webet ein Scif^fUtBedjfel »trloren geH not^ gerootinen wirb. 

7) Um junät^fl ju untfrfud]cn t«ie »iele reefle 9BurgeIn 
eine ©teit^ung f(x) = Ijnbe, fede man ber JSeiljt nac^ x = 
— CO, Ö unb + oo unb beflimme bflför bie btei entf^ret^enben 
3ti(^oitfil)fn. ^aben biefe bfjügtit^ m, n, p 3"(^*"WfdjfeI, 
fo entfptet^en bn ©leii^ung m — p reelle SBurjeln, Don »eilten 
m — n ntgatt» unb n — p pofiHD finb. 

8) SJn wir »oraueftpen, bog bie ju unttrfut^enbe ©leidjung 
feine flleic^en SBurjetn ent^fllt, fo ip ber lefte Mtp Manntlic^ 
Don X unabijänflig unb nian f)at barum nit^t beffen SBertl), 
fonbtrn nur beffen ^iiä)tn ju beflimmen. 

SeifpiEte. 

1) Utn gu ermitteln, inner^lb toelc^er @renjeii bie leeOen 
SIBurjeln ber ©le^ung , 

fl.x) -= x8 — I2x — 2 — 
liegen, bilcen mir junS(^fl 

ii(x) -= Sx" — 12 
unb »erfahren nun, um R, unb B, ju finben, toie folgt ; . 
(x* — 12x — 2) : (äx" — 12) 
(X» — 12x — 2) : ix' — 4) =- X 
X» — ix 

— 8x — 2 2 {ix + 1), Ri = 4x + 1 

(x* — 4) : (4x + 1) 
(ix" — 16) ; (4x + 1) = X — 1 
4x* + Jt 

— x~16 

— 4x — 64 

— 4x — 1 
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3»an njari bol|et: t(i) t,(i) B, B, 3ri(«tmiit4 

fCti «:—+_+ 3 

„ , = : - _ + 4- I 

„I — + c»:++4-+ 

Sla fomit »en 3t -= — oc 6ie x = gnjet unb »on i 
X = -I- oo nodj meitet ein 3*''^tn»ec^fe( ttetforen ge^ 
fptEi^en bei ©leii^ung im ®an^n btei teeße ffiurjeln, nS 
negatite unb eine pefitioe. 

9iun folgt fetnet Ki) f,(x) B, B, ^eiHenniec^ 
filt X — — 1 : + - _ + i 

„ X 2:+ h 2 

„X S:+ + -+ 2 

„I 4:— + -+ 3 

unb bie eine bet negatiben SDurjeln liegt ba^et jtotfi^n 
bie anbete jttifdjcn — 3 unb — 4. 

Ha «jeitec f(x) f,(x) K, E, 3eicben»e(((et 

fllt » - 1 : - - + + 1 

„X — 21— 4-+ 1 

„ X _ a : - + + + - 1 
„x~4:+ + 4-+ 

fo liegt bie ijofitibe aBurjel jwift^en 3 unb 4. 

2) Sil t(x) - Ji- + 12x - 4 — 

bie gegebene @leii^ung, fo ^at man: 

fi(x) = 3x* + 12 " 
(x* + 12x — 4) ; (3xä + 12) 
(x' + 12x — 4) : (x' + 4) — X 



8x — 4 — 4 (2s — 1) E, =. — 2x -t 
(x- + 4) : {- 2i + 1) 

(2x' + 8) : (- 2x + 1) X - 1 

2x»_— ^ 

X 4- 8 
2x + 16 
2x — 1 

T? B, = — 17. 

Sa^et Hx) f,(,) B, K, 3ei(l)en»jti*(i 

filrx— -ao:— + +- 2 

„x_ 0:-~ + H 2 

„I — + oo:+ + 1 

Her tSteii^ung entfptidjt fcmit nur eine reelle pDftlii}( 
Ha man fetner erhält 

f(x) l,(x) E, B, Beidjennxt^fel 

für X — 1 : + H- -I 

fo liegt biefe Surjel jwiftlftn unb i. 
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3) e« fei f(x) — X* — X — 6 — 

bie ju unttifu^tnbe ©Itii^ung. 

fi(x) = 4x* — 1 

(x* — X — 6) : (4x'' ~ 1> 
(■tx* — 4x — 24) : (4x3 _ i) =, , 

4x*'— X 

~^^^x — 24 = — 3 (x 4- 8) Bi =- X - 
(4x» — 1) : (x + 8) = 4x* — 32x + 256 

4x» + 32x ' 

— 32x» — 1 

— 32x' — 2563C 

256x — 1 
256x + 2048 



— 2049 


Bj = 2049 


'W f,(i) 


K, B, Be^enmee^feC 


füt I 00 : + — 


- + 2 




+ + 1 


" « _ + oo ! + + 


+ + 


5Die ©(ei^ung ^al fomit nur 2 «eHe üßurjeln, wooon bie eine 


neuatie, bie anbete ^efitio i|l. 




^a ferner folgt: 




fW f,(,) E, B, 3<i*entte*[el 


fSt I 1 : — — 


+ + l 


„ i 2 : + - 


-- + 2 


„ I - 1 : - + 


-- + 1 


„ > _ 2 : + + 


+ + 


fo (legt bte negatioe ^urjef jteift^en 


— 1 unb — 2, bte tHjfltiue 


in)if(^en 1 unb 2. 




4) gör bie @lei<^«ng 




Hs) - .' + l 


+ 3 — 


erhält man; f,(x) =- 4i'' + 1 


(i" + I + 8) : (4i' + 1) 




(4i' + 4J. + 12) : (4j' + 1) 


— X 


4i' + I 




3i + 12 - 3 (. + 4) 


Bx »-4 


Ct.' + 1) : (- . - 4) =. - 


4x* -f 16s — 64 


4i» + I6i" 




— 16i» + 1 




— 16i' — 64i 




64x + 1 




64x 4- 256 





— 25& 

C|)(|, oOtnntfnemiiiiitHr. it. i. flufi. 
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f(x) fi(x) R, Rj, ^eit^enttedffel 

förx=-<3c:-H — H~-|- 2 

„ x= 0;+-«--+ ,2 

„ X = + oo ;•+ -h — + 2 

2)ei vorgelegten @Iei<^uiig entfpre^en ^ietnai^ t e i n e ti 

äBuTjeln. 

anmettung. &inbel man, baß mrt« SSutjrfn jioififten 
unrnitleltai aufdnanbcrfoIgenlK ganjt ^ibteii faUKt, g. ^. ji»i|<t 
unb 4, fo trenne man (otä« baSutc^, Safe man gang analog tet 
not^i für X =- 3,1 ; ;i/i; ;f,;i . . . [eiät nnt Sie betteffenben Seic&eiii . , 
bilbtt. ©tiratntn Sie SBurjeln auf ein« ober me^w I)fttmal|)eUcn mit 
tinanber Ubemn, fo trennt man bjc|elben na(b einem Itiäler (§. 130) ju 
U^renben JSerto^en. 

g. 125. 91ufga6ni jur Uebung. 

9Wnn foU fflt jtbe ber na<t)fit^tntien @(eii$iinflcn 
ber ttellen äBuTjtln beßimtnm unb angeben, gn)if<^ 
jwd auftinanbetfolgcnben gcittjen ^al^ltn bicfribm [i( 

1) x» — 12x - 1 = 0; 

2) X* + X» + 3x» — X — 1^0; 

3) X» — Gx" — 9x» + 2x — 3 = 0; 

4) X* — 8x* — X — 1 = ; 

5) x^ + 6x» — 3x» — 5x — 3 = 0; 

6) X* — 4x8 + 3x» + 2x + 3 = ; 

7) X* + 4x» _ 3x» — 2x + 1 -= 0. 

§. 126. 9Jai)enina3met^oDe tion ^mton 

9toc^bem ivlr Jm 9)ot^et)enben ein 3Rittt( 
lernt ijatm bic itrationnlen 9SurjeIn »on eine 
fonbern, fo moffen tBir unö nun mit ben »erf^iebenei 
befc^äfligen, veeiä^t baju bienen, folc^e 3BiirjeIn annü 
weife ju beflimmen unb ju biefem ßnbc junäiljji bie 
f^e 3tä^erunsdntet[)obe tiiäutein. 

SBejeiÄinef a einen nal)^ an ber Sffiutjet x ber @ 

f(x) == X" + AiX»-' + ÄjiX"-ä + . .. 4, Aa-iX - 

liefltnben 9Bett^ unb mon fcftt 

X - a + « 
in bie ®lef(f)ung, fo fann man, mtgen ber Jfleinlieit 
bent @[eid)un3d)]ol9nom aüt ©lieber, melt^e a in eil 
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ffimt ben ^ßfiettit ®lei(^ung«i. 2B 

$ot(iij als in b« jrocUm «itljfllten, ganj m$tt Sli^it (affei 
^IRon bcfommt fcaburc^: 

a" + na"-' a -}- A, a"-* -|- (n — 1) A^ a"-' a 4- Ag a""* - 
(n — 2)Asa"-''a + ... + A„-_i a + Ao-i« + A„ = 

oitx 

a" + A, a"-' 4- A^ a"-^ + .... + Ap-i a -f- Ao 

+ «[na"-> + (n-l)A,a''-*+(n-2)Aaa"-ä+. ..-t-A„_i] = 

Obtt f(a) + « f,(i.) ^ 0») 

looraw» folflt: « =— v,^- 

Wan ()at batjrt in 

■^ - " f,(a) 
eiiitn ber Sffluijel itod) itätfcr (ommmben Sßtrtd a(d a. 

SSeifätfrt man min mit biefem SSctt^e a^ analofi'tvif voit)i 
mit a unb fet^t 

I = % + «I 
in bie urfpiüngltc^t @(eid}uitg, fo erf)ält man: 
fC%) + «ifi(ai) ™ 0, 

— ^, 

unb fomit: a, = a, — ^^ 

otö eimn noij) nö^et an btt Sffiurjef licgenben SJcrt^. 

3n biffer aiSttfe ffl^rt man fort ju otJeriten, 6i^ bm für 
flOBonntncn aßett^t bir gewünfcfjtt ©enauigWt tntfjjricfit. 

aßa« bie ©errctinung b« SQJert^e Bon f(a), fi(a), £(3^ 
i'i(a,), .... anbelangt, fo gefct)ief)t biefelbc am rafctjtften nai 
bcm in S- 93 gelehrten Burdan'ft^en IiiDifioneoerfa^ten ; ben 
5efant}tli4) tfl aDgemein f(z) ni^tS SInbeird aii ber 9tefl, n)tl(^< 
bifibt, nwnn man baä ^ol^nom f(x) burd) (x — z) bivibitl, 

©eifpiet. 

e« [et f{x) = x» + 12x — 10 =. 

bte oufjulSfenbe ©leii^ung. 



•) §ifi*ei ijl UDrau«3(|eljt, tiaß f,(a) ni(E)t |d6ft ft^r Hein fd, »aS ab 
aefdje^ batf, iiibttn angtnommtn inirt, bog ber Oteii^ung t{x) = « feit 
gl<i(^en ob» na^eju gUt(^en Surjeln nitf)>Teif)tit. 
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Win pnbtt junSi^ll: 

f,(x) = 3)t* + 12 

B, 4x + 5 

Rg = — 89 
«nb ^lietnai^ Sie ä"*')"'«'^*»' : 

f(x) f,(x) Bi Bj Sfi^tnWe^Iet 

fßtx = — oc:— -[--I 2 

„x= 0:- + -!-- 2 

„x: |-oc:+ + 1 

Der ©Uii^ung «itfptii^t fotnit nur eine reelle, poruiM Sui 
mtltfet, wie fi4 It^t buri^ ©ubfülulion «fliftt, jWt((^en unb 1 li 
iDa f(0) — — 10, f(l) =. a, fo (ießl bie ©ursef ni 
an 1 a\i an 0. 

9tun fo{] 





für I 


= 0,6 


: Ife) 


3,875 




>/ z 


— 0,6 


: Hx) .: 


2,584 




» X 


= 0,7 


W-- 


1,257 




» X 


- 0,8 


f(x) = + 


0,112 


alf« 


litgt bie ju fu(^(nbe äButjri jiuifdfen 0,7 unb 0,8. 




©tft man nun in obifln ISnitoirfetung 


a — 0,7, al(o 






X ■ 


- 0,7 + «, 




iilbit 


'iW - 


. 3x' + 12 




unb 


beflimntt mij §. 


93; 








"^ 0,7 




+ — 


0,7 




12 0,7 


0,7 


+ 12 - 


12,49 




— 10 0,7 
0,7 


12,49 


— 10 — — 


1,257 — ((0,7; 












3 '"' 3 




^ 3' 






0,7 


.3 


-= 2,1 






12 0,7 


. 2,1 -t- 12 =13,47 


- «0,7) 


[» folgt: , 












!(•) 


1,257 






a — 


' fiW 


"^ 13,47 ^ 


0,093. 




@fi tfi ba^ei 









X = 0,7 + 0,093 = 0,793 
ein bem wahren Sert^e nö^ei: tieflenter Snt^. 

Söifbtt man nun f(0,79} unb fi{0,79), wie forgl: 
0,79 



12 



0,79 + = 0,79 
0,79 . 0,79 + 12 = 11,6241 
0,79 . 12,6241 — 10 = — 0,026961 = £(0/ 
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0,79 
3 - S =3 

0,79 . 3 = 2,37 

12 0,79 . 2,87 + 12 — 13,8723 — f,(0,79) 

fo er^SIt man: 

„ fei _ 0MQ961 

' ~ f.W ~ 13,8723 ^''""^ ■■■■ 

Gin weiter« Siä^ttuiigawert^ iß bo^«; 

X = 0,79 + 0,0019 = 0,7919. 
gQ^il man biefen WtrH) in bie eorgelegte @leii^ung {tätt x tiit, 
fo refultitt ftx) = — 0,00049, ttotau« ^ettjotge^t, baß 0,7919 
bem ica^ten SQJett^t f(^oii fe^c na^c liegt, 

©eftt man nun x = 0,7919 + «, 
unb entu>iileCt abetmaCS «,, fo nifUt man ein no(^ genauettfl 
SIefuttat u. f. xo. Ixx ua^re aSeit^ ifi 0,791942 .■■. 

g 127. 9Iit$cruR0dmet^Dc tum Sofironge. 

3eigt bif Unleifud^ung, bnf eine terSe unb, mfe wir gu> 
nA<$ß xioiaudretten tvoQm, eint pofitive SBurgcI ber ©(ef^ung 

f(^) = (1) 

jnjif(t)en a unb a + 1 liegt, fo fetje mnn in berftibm 

voo natürli^ 7i > ^ unb pofUiv i^, unb tntroidle bte bttreffenbc 
©(eif^ung in y„ nömlidf: 

i(ji) = (2) 

:Da nac^ unftrer SJoraudfe^itng jroif(f)fn a unb a + 1 nur eint 
))ofitiDt SBuTjel (iegt, fo enlfpTiä)t bei (Sleii^ung (2) aui$ nur 
eine poiltise SButjel j-i, roel(^e größer ciI« 1 iji, roeit anbern* 

faß« nud) bem MuSbruife a H me^re SSSerffje gufftmen, tua« 

yi 
gegen bie ffiornuefefung wäre, H$ jroifcfjcn a unb a + 1 nur 
eine Surjel liegt. 

Sinbet man nun bafi bie pofitise Smjti bei ©leii^ung (2) 
jW)if(^en »1 unb a, + 1 (iegt unb man feßt in berfelben 

y - a, + i 

wo natürlich 7i > ^ i^ unb eniiriifen bie ®(el^ung 

%,) - (3) 
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fo futffält bifft Mjfebttum nut tine pofitiDe SBurjtl ; 
Sliigenommen tiefe liege jroiftfjen a^ uiib a^ + 1, fo fe 
@lei(^«nfl (3) 

y. = ^ + 1, 

wo ya > 1, CHtioictIe bfe ©Ifidjung 

f(y«) - 0, 

bepimme bie ©renjen ag unb »g + 1 bet pofiti»en 9 
unb (?$( 

wo y^ > 1. 

Siiljtt iiwii in btefer aSeift fort ju operiten, fo « 
f({}lie^Iic^ beit 9{AI)eTungdn)tit^ in %oxm tinti Sttttt 
belfen 2Bert|) Iei{^t naä) %i}i. 1 $• 86 benimmt roctben 

@ft i^ tiämlid) na(^ obistm ©ntroidelungdgange : 



«1 + 



»1+ - -• 



1 

ajH — 



3e mefet man Ijietbri 'JJattinlnemier (nt«)id(elt, mn f( 
erijfllt mau natfirlicf) ben 9ßett^ von x. 

Bcigt bit Untftfudjung, bag ber @leii^ung (1) an(^ t 
^UTjeln entfprtdjen , fo fe^c man, um bieft jn eimitte 
— s fiatt X in bie Dorgelegte ©leidjung unb fuc^e 
l)ofiti»en gßurjeln bet refuttireiiben ®(ei(^ung 

f (- x) = 0, 
fo liefern biefe, negati» genommen, bie geroönft^ten 
aButjctn ber ©leidjung (1). 

anmtilung. 3Bi); ^abtn oben KotanS gefegt, baß 
iinb a 4- 1 luit eine äSui^el btr ©(eii^ung f(i) = lie 
meftre igtet Siirjelii jiDif^en bicfe ®renjen, |o pnb Öiejefti 
ju tteimEii. - 3)af[elbc ijat man afSbanit oiid) bei ben ®fnd|u 
JU beobai^tm, M ieber b<r{elben nun aad) mefyct innei^t 
fpte(^(nlwn ©tenjm liegenbt äBurjeln (ntfptcdieH' 
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»eifpiele. 

1) @e f(i £(s) = X» — Sx — 4 = . . . (1) 

bie oorgelegfe ©leidiunö. ■ 

23a f,(x) = 3x* — 3 = 3 (x* ~ 1) 

El = I + 2 

Rg 3 

aefunben wirb, fo et^It man a(8 äeit^enrei^tn 

für X = - oo : - H 

„ X = : + - 

;, x = + ^: + + -| 

unb b« (Steigung entfpvic^t fomit eine tetHe poiitiBe Sutjet, wd^e, 
wie man teilet pnbet, jwifd^en 2 unb 3 liegt. 

©eljt man ba^et x = 2 H 

fc ge^t Sie Botgelegte ©teiiftung (1) üb« in: 

yi' - lyi' - syi - ^ = (2) 

unb man finbet leidet, bag Si jwifi^en 5 unb 6 liegt, 
©e^t man nun in ©leic^ung (2) 



yi = 


'+V. 




fo gel^t biefcl&e ötet in : 


7 




7^ - ^7^ 


^' 2^» ~ 


i-0..... 


unb eö tUgt yj jicifi^en 9 imb 


10. 




gflr y. = 


' + S 




folgt fern« üu« (3): 

„ 465 -„ 

y« - 191 y* ' 
unb ba ^ietna^ ys jroiff^en 2 
(Snttoidelwnfl bamit obgebrot^en 

1 19 


108 

191 ''• '^ 
unb 3 tUflt, 


l4=» 
fo i^ot man, we 


— 2,1968 





'+2 

anmertung. 2>et genaue« SSJett^ iff x = 2,195823. 
2) Sa fei 

x» _ 12x1 + Ux — 4 = 
bie ju föfenbe @leii^ung. ~ 

SOian aterseugt ^ä) lei^t, baß biefet ®Ieii$ung 3 teette Sßttrjetn 
entfprei^en, oon mitten jffiei (»ift^en 0_nnb 1 liegen unb eint 
jöJift^cn IQ. unb 11. #ine weitere Untetfüc^ung te^rt; bog ton 
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)tncn itiHti 3ButgeIn bit tine jttifc^tn 0,4 unb 0,5, b 
jtDifi^tn 0,8 unb 0,9 faflt. 

©tft man nun it i= o H = — 

in bit gegebene @Itt(^une, fe ttfultirt: 

471» — 14y,» + 12y, — 1 -=■ 0. 
!l)ttfn @ltidiung tntfprt^tn, wit biefeS fein mug, jntt ; 
Surjcin, Don aelc^tn bte eint jttif^en 1 unb 2, bi< anbtt 
2 unb 3 liegt. ®cO nun junSd^fl bielttineit bei beibeu 
unb 1 faHenben SHSutjefn b« Botgeltgten ©leit^ung gej 
ben, fo ^at man in btt legten ©Itic^ung 

..-2 + i 

gu ft^en unb im Uebiigen al9bann »ie verein }u t)er|a^i 
man finbtt: 



y.' - '7,' - lOy. - 4 


= Oi 


y. = 5 


29r,' - 26j.' - i'r. - 


•1—0; 


y. - 1 


8y,' - 26y,' - 62y, - 


29—0; 


y. - 4 


181y.' - lUj." - 70y. 


— 8 -= 0; 


y. = 1 


llya» — 245yg» — 429yg 


— 181 = 


Oi 7, - 23 


Boro«* i|l 


1811 ' 


= 0,46052 . . 


"+— 






'+— 






i+—. 






3ur »(Ptmmung b« jlstittn ©urjtl 


I, tat man: 


ly." - Uly,' + i2y, — 


1 - Oi y. 


.1+1 


y." - *J,' - 2y, + 4 . 


- 0; y, 


= ^ + S 



4y.' - "y." - 8y, — 1 — 0; y, _ * + 7 
y,' - 'Zy.' - 34y, - 4 — 0; y, _ 72 + i 
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2452y6* ~ 5150y6* — H^Jt — 1 = 0; y^ =.2 + 
1273ys' — 8680yg» — 9562ys — 2452 = Oj y« = 7 + 

^_!_ 'ig-' 0,809491.... 

^ 1 22902 

72H 

gut bie jwtft^en 10 unb 11 tiegenbe aButjel Xg finbft man: 

x'' — 12x* 4- 14x — 4 =■ 0; I — 10 H 

64y,' — 74r," — 18y, — 1 — 0; y, = 1 + 

29yB* — 26y,* — llSy» — 64 = 0; y, = 2 + 

172yB» — 126s' — '*8ya — 29 = 0; ys = ' + 

ISly** — l'ßyj* — 890y4 — 172 =* 0; y^ .= 2 + 
SeSyj» — 718yi" — 670y, — 131 — 0; ys = 2 + 
1899ye* — 874yg* -' 1490yg — 368 = 0; yg = 1 + 
1333y,^ — 959yv* — 3823yj — 1399 = 0; y, = 2 + 

1217y,' — 88S7y,' — 7039yg - 1333 — Oj y, — 8 + 

S« ip bn^er 
.,-10+'-^ =lo!li_10,72998i 

'+— 
^+— 1 

'+— 

'+-T 
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266 günflet atf^tiitt. 

. g. 128. 91ä4mm{)dnuttM)&t im fumter. 

€0 fei 
flijt) « X» + A^x"-' -J- Ä,x"-^ + . . . + Ä„_i X + . 
bif Botgtffgtf ®I(i(^ung imb 

X = «0 4- jQ + j^ + j^ + . . 

bie tinjigt leeKe unb iwar poritivt jtvif<f)en 

.. + Sj u„t „. + "iJ:^ . . . 

litgenbe SSurjel bctfelbtn, fc iß 



"" ^ 10 

dn bitfft aßutjel flenälfettft unb j»ar (leineter SBerl 

man nun tint (Sltidjung, bmn äSiitjeln um a^ + -- 

fiiib, alö bit bf( Dotgtitgten ©(ticfjung, na(^ $• HO i 

f(y)=y"+y"-^f-->(«.+"^)-h...+yn(«a+"^)+*(«o+ 
fo tntfl)ri(^t biefer ifbenfaU» bie SJucjel 

lÖÖ "^ lÖOO "^ lööoö + • • • 
2)a bitfe fltin» iß nid ^, fo ttpit man einen gen&t)ei 

j^ ber aßurjel ber ©leidjwng (5), wenn rann barin t 
^otenjen von y tternadjEAfftgt, alfo 

lOO "~ 



I""' y = rai - - 



fet»t- 

SRün belommt fomit bie «pe fluf «[ folgenbe, 
serfd)iebene !I)ejimal|ieHe , Wenn man ba$ U%te ®Iieb 
^wng (5) tiuxä) ben ßoefficienten beS »otleetcn ®licb 
unb nur bie erpe »on 9JuU »erfdjicbene Ouotientenjiffe 
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S8on ben ^Ö^eten ©Ifii^ingMi. 267 

SJIbet man nun in onaloger 3Bti\t eine ®Uii)mi, bnen 
aBurjtln um ^-, fleinet finb, qI« bit bw ©Itic^ung (5), fo 
I)at Sie tron«fotmirt( ©leii^unfl offenbar bie SBurjel 

lÖÖÖ "*" ioööö + • • ■ ■ 
meiere jebtnfanö Hein« iß al« j^. 3>Hr(^ ffietnac^ldfpflunfl bw 

^olftren $ottnjen ber Unbekannten aij&U man a(0bann eine 
©leif^jung beS erPen @rabc«, auö btt f«^ wie Dorl^in ber ®^Iu^ 
rtgibt, 6a^ bie näi^fte auf «, folgenbe »on 9Iuff »etf4)ifbene 
2)ejim«lpefle erljaltcn wirb. Wenn man Wieb« baö letjte ®Iieb 
ber ttanflformirten ©lefdjung buri^ ben ßoefficienten beö ttorfftteit 
@(ieb(« bisibirt. 

@anj analog bilbet man nun wieber eine @Iei<^ung, beten 

aJutgefn um y^ fleiner flnb, al« bie ber nötigen u. f. f. 

SWan er^ai» bur(^ biefeö SBecfa^ren" ber SSei^e mi^ bie ein^ 
jelnen 35ejima[pefl«n ber ju fudjenben SEBurjel. 

anmtrlunattt. 1) ffiteignet eS ffd&, bog njegtit bet 9ä«n(id^= 
Wftlgung tu ®IkKx eine EejimalfttUe ju groß otet ju Hein auSffiöt, 
(o ertetmt man folc^ fofirrt bei Ut Öeftimmung btt nÄifjjltolgenben 

©ejimalflefle. ®enn ifl j. ». ^ ju «ein, fo pnbet man j^^ > 9 

lutb man ffot alSbanii o, um eine l£int)eit gt&ger ju ne^cn unb o, 

aiifS SHeue jn fiefKmmen. SP -^ ju grog, (o ünbett in ber folaenben 



«„ 4- ^ nnb o» 4- ^ + -^ 
«0 -r jy "»" "» -r 10 -r ,„0 

unb es mltf(en fomit 

^ 1 *fff*S f J* I _-_ _,_ ^ , 

, . . 10 ^ lÜO^ 

Deif4'e^e ^eicpen tfabttt. 

2) SHtJtß oon äornet gele^ ißerfa^ fiißtt im Allgemeinen »iel 



, . ,t6 Bon äornet gele^lßerfa&T... , _.. 

tajd&et gwu 3iete oß bie beiben twri^Mge^enbm aKet^oben. 



äeifpiel. 

©inb bie 9Surje(n bet ©leit^ung 

X* ^ 6x» — 9x» + 2x — 3 -= . . . , (a) . 
JU ermitteln, fo ergibt ba« Belannte a^erfal^ren junS^ft, bag bet= 
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26S gllnft« abf^nitt. 

ftibtn juei ntüt SSJuijetn entfpvec^en, fion neigen 

7 unb 8, b« anbttt jwi[i^tn — 1 unb — 2 lit 

Um nun juerft bit )>o{ittt>e S[Qur{tI ju btrcd^i 

man Iti^t ftnbtt, ^uif^tn 7,2 unb' 7,8 fäDt, fefec 

«. + ^ - 7,2 
unb bilbt eine @lti<^uns bntR äBuijeln um 7,2 
bit bti Borgelesltn ©(tic^ung (a). 
9Iä4 §. 110. 3uf. ^at man: 

7,2 7,2 7,2 

— 6^ 1,2 ""^ 8,4^"^ 15 

— 9 — 0,36 60,12 172,. 
2 — 0,592 432,272 

— 3 — 7,2624 

unb bic rrftt tianSformitti ©Uit^uns ^eigt ba^n: 
yl + 22,87! + 172,44 y; 4- 432,272 y, — 7,2) 
$itrau« folflt mä) (7); 

a^ _ — 7,262 4 

^' "^ 100 " 432,272 "° ' 

unb te i|} fomit 

7,3 + 0,01 — 7,21 
(in genähert« SB«!^ ber SEßutjtl ber ®lei(^un3 (1 
9i(bet man nun eine ©Uic^ung, beien S 
Keiner fjnb, a(e bie bei ©(eti^ung (b), fo i^at mc 
0,01 0,01 0,01 

22,8 "^ 22,81 '^ 22,82 ^^ 

172,44 172,6681 172,8963 I' 

432,272 433,998681 43b,727644 

— 7,2624 — 2,92-241319 

unb ^iernai^ bie tianefonnirte ©(eic^une: 

3^ + 22,84 yl + 173,1246 yä + 485,727644 

— 2;92241319 = ' . . 

fSi if) fomit 

ftj, _ _ — 2.92241819 ^ 
^' ^ 1000 ■" 485,727644 °^ 

olfo 7,21 -H 0,006 = 7,216 

ein biitter stnä^erler ÜBtttii bei ju fut^encen SQ}u 
(EntiDJÄelt man nun eine ®Iei(^ung beren 3Bi 
Ütinet flnb ole bie tet ©Uit^unfl (c), fo erhält n 
0,006 0,006 0,006 

22,84 22,84'6 ' 22,852 

173,1246 173,261676 173,398788 173, 

435,727644 436,767214056 437,807606784 
—2,92241319 —0,301809905664 

unb fomit als tianSfotmiite ©leic^ung: 
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yl + 22,864 yl + 173,535936 yl ■+■ 437,807606784 y^ 

— 0,301809905664 — (d). 

a« — 0,80180990566 4 _ 

^' ^ 10000 487,807606784 ~ 0.0006 

unb 7,216 + 0,0006 = 7,2166 

«in no(^ nie^i genabelter 'iSntf) bei Sutjel. 

iBerntinbeit man jegt bie Surjeln ber @Iet(^ung (d) um 

0,0006, fo pnbet mnn 

yl -I- 22,8664 yj + 178,57709436 y| + 438,015874601184 y, 

— 0,0390628637178864 = 
at8 etitff]Te(^enbe ©leit^ung unb hieraus 

a^ __ — 0,039062863717886 4 _ 

^* ^ lÖÖÖÖ ~ 438,015874601184 " 0,00008. 

?tuf 5 ÜDejimoIfleDen genau ifl bemno^ bie aButjel 

X = 7,2166 + 0,00008 = 7,21668. 
Um nun mä) bie jWifi^en — l unb — 2 liegewbe SButjel 
gu beted^ttcn, cemanble man jueijl na^ §. 98. bie ©leic^ung (a) 
in eine anbere mit enteegengtfeBten SQJurjeln. a)Ian pnbet baftti: 
X* + 6i' ~ 9i> — 2x — 8 = . . . . (e) 
2)ie SQJurgel biefev ©Jei^ung liegt, »ie man fi(^ leitet üfcerjiugt, 
juifi^en 1,5 unb 1,6. $emaube(t man ba^t bie ©leit^ung (e) 
in eine anbete, beten Sßurjeln um 1,5 tieinec flub, u. f. f., fo et: 
^ält man na(^ bem oben ongegeSenen Äe^nungeme^oniämuS ; 
1,5 1,5 1,5 1,5 

6 7,5 9 10,5 12 

— 9 2,25 15,75 31,5 

— 2 1,375 25 

— 3 — 0,9375 

«j 0,9375 

[^ "- ^25- =" «'^3 
0,03 0,03 0,03 0,03 

12 ""^ 13,03 ^~' 12,06^^ 12,09 '^ 12;i2 

31,5 38,8609 32,2227 . 32,5854 

25 25,965827 26,922508 

— 0,9375 — 0,16882519 

«fl ^ 0,15862519 
1000 26,922508 ™" ' 

0,006 0,005 0,005 0,005 

12,12 12,125 12,13^^ 12,195 "^ ^12,14 

32,5864 32,640026 32,706675 32,76735. 

26,922508 27,085738125 27,2492725 

— 0,15882519 —0,023396499375 

g^ 0.02339649 9375 

lOOÖÖ ^ 27,2492725" ^ ' ° ^ 
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bte SSSurjel b» ©hic^ung (e) if) fomit •= 1,5358 . . ., 
ntßalite SBurgtt bet ©Uit^mig (a) = — 1,5358. 

g. 129. Rcfnla fidsl. 

Sine anbere fef)r prollifc^e 9Setl)obe jut Suffinb 
tionaltT ^urjeln if) bie unter bcm 9tamm Regula falsi 
Um bitfeHte ju tntxoiitin, feim a unb ß jroti, ber ' 
ber @Ieid}una 

«;i)-o 

genäfiertt 9ßtrl()t, fo baß ^tfe^t tueibm fann: 

w = « + rfi unb an6) w = ß + ig 
tt)o rfi unb rf, feljr Heine SSert^e kbeuten. 

9t(i(^ $. 86. (6) t)()t man bann: 
f(w ~ d,) = f(w) - rf, f,(w) + dj f,(w) _ . . . d 
fl;w — dg) = f(w) — di, fi(w) -i- dl ig(w) ~ . . . ± 
Serüiffii^tiat man nun, baß w eine SBurjel ber ( 
alfo f(w) = ip unb baß d, unb tf, fetjr Hein ani 
ivuibtn, man alfo aüt tfi^tcen $ottnjtn biefer @cö| 
Sldjt laffen (ann, fo ge^tn bie »orPtljenben (Slei^ungtr 
i(w ~ dO =. — J^ f,(w) 

unb - f(w ~ dj) dj fi(w). 

3)urd) 2)iDiflon er^lt man jjietauö: 

f(w — d Q ^ 
f(w - d,) d, 

ob« au* ^ - ^^^:^ 

»obur(^ folgmbt dtetjfl auSgebräift Ivirb: 

Untec ben gemni^teii fflotauöff^unflen »e 
fl(l| bit gtljler btt Sefullale «jie bit S"! 
©ubliituHontn. 
aus (1) Hub« m«n 

_ ^c) - » H^) (i> - «) f(< 

" - f(«) -t(fi) "+ f(«) - m 

al& einen bem U)a[)teii 9ßert{)e w um fo nä^er Eommenbcn 
Heiner bie .Sub(iitiition3fet)(et w — « unb w — (5 (inb 
man ben nad) (2) gefuubenen 9}(i^erung4n)eri^, welchen 
Wi bejeicfinen »oKen, mit bem genaueren ber beiben ' 
unb ß, alfo j. ©. mit ß, ober einem nnberen bet SQJi 
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Son Sen fiüfitxm ©Ici^ungen. 271 

nM)ix lommtnbtn 9Bert^e fo in ajrtbinbiing, tiaf w^ mm bie 
9toDe von a ätemhnmt, fo finb'it man mi^ <ß) einen loeittren 
SBertf) W;,, wefi$« ber mitfliegen ffliurjfl nod) ii%r liegt, al« w,. 
3n bief« Ifficife faiin man fortfnI|tfn fflJtrtlje Bon immer größerer 
@enauigltit gu bcftinnntn. 

anmerlungtit. 1) Obig« @a^ (1), wü<^ filt ®ld(^inigea 
Dom jtoeiten ®tabe an nur anna^emb Tic^lig iji, ^at fttt jotcfte beä erftot 
©rabeS uoUe ©iltigteit, roie maii fn% tur* Sinffl^rimg 6« bctreffejiBen 
IBJtrt^ (iu§ bet ©Uidimig 

tfi) -= ax 4- b = « 
in o6ige (Steigung (1) überjeugt, wenn man |Iia6ti ixxMfidtitigt, baß 



2) 3)ie in SßDtfteSEHbem enttoiftlte SWet^obe gemä^tt ben »ort^cit, 
bog fl<^ nrittttli bett«l6en o«* tranStenbotte iSleidfiingen auftUfen la^en, 
wie bieä bei nad^fte^nben SSeifpielen gegeigt »etben foH. 

»eifpiete. 
1) 3p f(x) = xä + 12x — 4 = 

bie gegebene ©leie^ung, fo fiubet man balb, bag berfel^tn nur eine 
leeOe, jnif^en 0,3 unb 0,4 liegenbe äßuijet entft>iiiirt. ©egt man 
batum in (2): 

a = 0,3; fl = 0,4; f(a) = — 0,S7S; {{ß) = 0,864; 
fo folgt: 

„„ , 0,1.0,373 
"^ = °'^ + 0,373 + 0, 864 "= ''''^- 
©ubftituiit man nun in (2): 
a = 0,3; /? — 0,33; f(«) — — 0,373; t(ß) = — 0,004063, 
fo »itb 



0,873 — 0,004063 
gü^tt man ferner 
« = 0,33; jS — 0,8803; f(«) = — 0,004063; 

f(^) «= — 0,0003671 
in (2) ein, Jo refnititt: 

«.^nt'ta. 0,0003.0,004063 _._„.„„. 
^^ ^ '^'^^ + Ö;ÖÖ4063-- 070"ÖÖ8"6"7l " 0,330329. 

anmsrtung. Smii^ läinfil^tung tiefe« Sert^eS Wj in baS ge» 
aebene (Sleic^ungSpd^nom flatt x finbet man, bag 0,330329 ber Shirjet 
t^on je^T na^ liegt. 

2) Eine Summe con 40000 aSarl ifl in bet ÜSeife jurü* 
inja^ten, bag 21 3a^re lang am <£nbe eines jeben 3a^re8 1600 Waxt 
unb mit bei testen ß'i^'ong am Qnbe tti 21. Sa^ieS no^ äuget: 
bem 1228,48 Tiaxt abgetragen werben.' Sie t)iel $rojent »urben 
l^ietbei in 9te(^nung gebracht? 
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272 SHliifttt ab|*nirt. 

«uflüfung. 
Sätjfii^net p bie iä^rlic^tn ^tojente unb um 
f)at man: 



(l,Oq — 1) l,Oq" 
ttorouö folgt, wenn man bet Äflrje ()ü(6n l,Oq ■■ 
X*" — l,04x" — 0,030712x + 0,070 
3Kan finbct nun Uti^t, bag ber ^iei )u 91 
»on X )U)tf4tn 1,02 unb 1,03 ju ne^mtn ift. 

folgt f(x) 0,163981 unb för x = 1,C 

+ 0,111794. 

®e^t man ba^n in (2): 
« = 1,02; ß = 1,03; f(«) = — 0,163931; (( 
fo Hat: 

1 02 -J- 0,01 ■0,168981 . 

""* ~ ' "*~ 0,163981 + 0,111794 ' 
©ubpituirt man nun in (2): 
a = 1,0259; ß = 1,08; f(«) = — 0,00206; f( 
fo et^It man: 

0,0041.0,00206 
w, - 1,0^09 - 0,00206 + 0,111794 '' 
gHv o = 1,0266} f(a) = — 0,00117- 
t(ß) = — 0,00064 Pnbet man fetn«: 

, /.oc« _L 0,000-^-0,001174 
WS = 1,0266 + o^ooi^;4 _ 0,00064 = 
aSJie man fi^ butd^ Sinfß^tung biefefl Sffiert 
@lct(^nns kii)t üitxitu^t, liegt bttfelbe bem xont\ 
\e\)X na^e unb man (ann baium fe^en: 

l,Oq = 1,02747 
ülfo q — 2,747 

nnb fomit p = 2q = 5,494"/ 

3) ^ie tranäcenbente ©Uii^ung 

X» = 30 
aufiuIBfen. 

^nfUfuna. 

©(^leitt man bafür 

2x log X =• log 80 = 1,47712 
fe^t alfo 

f(x) =- 2x log X — 1,4771218 ■ 
fo finbet man Uic^t, bog x )t»if^en 2 unb 2,3 
ba^er in (2); i», . 
ß = 2 ; j? -= 2,3 ; f(«) =. — 0,2780018 ; f(/ 
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2,18 4- - 



fo folgt: 

■^ = 2 + 0,3.0,2730013 

^ ^ 0,2730013 4- 0,1868265 ' 

?Fihr « =-2,17; ß = 2,2; f(a) = -- 0,0168863j ((/?) 
= 0,0295385 Witb 

= 2 17 4- 0,03.0,0168863 

''* ' "•" 0,0168863 + 0,0295385 ^ ' 

, gür « = 2,18; ß = 2,2; f(a) -= — 0,001451; {{ß) 
= 0,0295385 fofgt: 

0,02.0,001451 2.809 

0,001451 + 0,0295385 ' 

gür « = 2,1809; ß = 2,2f f(«) = — 0,00006; fO?) 
= 0,0295385 «futtirt: 

^, = 2,1809 + ^-0191.0,00006 ^ _ go93. 
' ' "= -r 0,00006 + 0,0295385 '='''^'^- 

©eßt man in 6« gegebenen ©leit^ung x = 2,18093, fe 
»itb £(x) = — 0,000013 unt bet SSJert^ W4 i(l fomit f^on fel^t 
genau. 



§. 130. 3:Tranunfl me^mr na^cju glrti^er SttTjcIn. 

@e^m roir jun&i^ß voiaud, bit ®(ti(^ung 
f(x) = x" + A, x"-» + . . . -t- A„^i X -}- Ab = (1) 
^abe jroei na^eju flitzt j. S. in bm ®flnjen «0 unb btn r 
S)tjimaljtffem a^, «,, ... «r niil einanbtt übeTtinßimmfnbe 
SBurjtln. $at man nai^ irgenb tinec bec obm gtleE)Ttfn 3Re> 
t^obtn gefunb'en, baß bit S^uijelit bei ©lei^ung (1) j^ffiften 

«0 + ^ unb «0 + ^^^ — tieflen unb ni<»t »ewanbtlt bie» 

ffl6e in eine «nbere, bmn aßurjtln um «0 +-Tg tteintr finb 

fo ent^Alt tiie refultirenbe ®(tii$ung 

f(y) = y- + B,y-> + . . . + B„_,y +. B„ = (2) 
jwei 9ßurjern/ H)el(^f 0,0 a, «j . . . «r flemeinfc^aftlit^ ^oben 
unb fid) erp mit ber (r + l)tm ©ejimalfttUf ttennm. 

a3erüifrtcf)liflt man nun, ba$ bie beiben na^eju ureigen 
äQuTjdn bcr ©leit^ung (2) ft^r Hein finb, man alfo, rotnn tS 
ji^ nur um einen annä^etnbtn SBett^ ijanb.'.t, biejenfgen ©lieber 
ber ®Iei(i)unfl (2), mlijt y in ein« IjÖ^eten alfl bec jweiltn 

evlf, angnnthii nilt^tMtll. n. I. Infi. 18 
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274 SUnher 9f)|if)nitt. 

ißßtfiij tn)l)a(ltn, vtmadtläfflQrn fann, fo fit)äll 
tfditifl: 

B._,y» + B„_,y + B„ = C 
^a ftrntT bic ju fut^enbr Sßurjtl natitju ( 
an0(fe^nt m»ben fann, fo tnt^U nnd] S- 106 
oeltitttf Olfit^unfl 

2B„_jy -f- B„_, = . 
bjtfclbt Surjel Anni^cmb. 
auö (4) ngibt jiijj ab« fofort 

B^i 

^ ~ 2B„„; ■ ' ■ 
unb bürcf) (Stimmation "oon B^-i ani (S) utib 



' K^i 

5)0 nun bit bfibm StuSbtiicfe (5) unb (6) 
ajtrti) ffit y liefttn, fo etfennt man barau« 
5Burje!n awü) bit jroeite iDejimnIjiffer a^ flemei 
3fi biffee b«: galt, fo »etwanble man bic @(eid 
ttubert berrn SffiMridn um i~. fUinti ftnb unb 

»it Vorhin, um ju untftfuctitii , ob bie brUte 
eine g(meinfcf)nfHtd)e ift. 3ii bitftr SBeife fäl 
opeiiren, bii man b(i tiner 2)ejtmalflelle anici 
bie btiben ^Jßutjcln fiä) trmnrn. !£)ie $f^(mmi 
©urjdjiffern bet jwn SBurjdn g(fcf)U^t alflbanr 

€tt)eu toic brti nat)fju gleiche ^urjtln br 
voraud, fo fü^rt tint gon^i analogt SttTa(f)tun( 
btin 6(^Iu|ft, ba^ annä^trnb bie biti @(ti(^un 
B„_3ys + B„_iy» + B„_, y + B„ = . , 

3B„_ay* + 2B„__,y + B,_, = 

6B,_s y + 2B„_2 = 

Stue (9) folgt 

V =. - ^-t* 
' 3B„_» 

unb TOfnn man Bn-s aufl (9) in (8) unb (7) ti 
ß^3 y + B„_, = . . 

2BB_iy'' + 3Bn_,y + 3Bo = 
unb nun Bn_3 au^ (10) in (11) (infeßt: 

B,_iy + 3Bo = . . . 
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Uli« (10) UHU (12) «stbtn (iij bit SBttlSt: 
B._i ^ 3B. 

J" - - k:. ""» y - - e:^ 

unb aud btr 9(nn>tnbung btr brd SSeit^f 

~ 3B;r,' ~ B^i' ~ Ki; 

auf bte Qiifeinanbtifotgntbm tranSformirtm @Ieii$unam (äffen 
fid) nun (eii^t bit bm biei ^utgetn gmeinf<l)tift(i^en Stgimal« 
fletfen btpimmen. 

SAt t)ier nn^tju tildd)« SBuijtln trgettn fidfi aud btn viet 
9ti^crung$g(tii$ung«t 

Bn_4y* + B„_i,ys + B„_jy« + B„_iy + B^ -= 
4B,_(y3 + 3B^»y* -f- 2B„_jy -h E^, = 
12B,^y» + 6B„_8y + 2B„.i = 
24B„_y + 6B„^ = 

but^ analoge eiimtnation wie Dor^iii bi( gtnäfftrtfn S33utit[< 
anitr&it: 

_ .5^ _ ?^ _ ^l!^' _ ^ 
4B„_, ' 3BB_a ' 2B„_j ' B,_r 

SlDgemein «^Alt man für m naljeju gfeiäie aBurgeln: 

Bn— 104-1 2Bn_ny^g 3B]i_m-fa 

ioB„_„' (m— l)B_n^+.i ' (m— 2)Bb_,^s' ' " * 
_ (m— l) Bn_i _ mB^ 
2B„_i ' B„_i" 

anmettuitg. öqeii^ntt man btn 9önetnfrfiaflli(l6en SJert^ lnt\tx 
»Törfit b]i«6 — - unb fcßt Bn = kbm, UM) alfo a, b, k tKftiimiitt 



2Bd-» »' 3BB-a 



les iß ba^t 

B„ + B„_iy + B„-ij' + ... -t-I 

= k [b» + mab"-' j + ^^^ -^ a 

- k (ay + b)». 
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^t (m+l) IcQtOi Ifibtbti Ux »Ici^una 
yn + B,y^i + , . . + Bn-sy- f Bn-iy + B« = 

(Hniinen Ba^ na^gu mit k(ay + b)" nbttrin. 

»eifpiete. 

1) äSan ßbmeugt f«^ tiat^ ^rllifciein ttit^t, bag jtoei t>et 
bnt Surjctn bcr @lei#ung 

f(x) — x' — Ö26x* + 1990» — 1889 = 
juifc^tti 1,9 unb 2 liegen. Scttoanbelt tnan nun bte ©leit^ung 
in tinc anbete, beten 3S)atjeln um 1,9 fletner finb, \o er^Slt man: 

y(y) — yS — 520,87" — 2,08y — 0,001 =- 
unb ^ietou« na<^ (3) unb (4): 

2B„ 2.0,001 „„„„„„ 

y = - g--^ = -^ = 0,00098 .. . 

«nb y ^^=^ = -^^ 0,00195 . . . 

' 2B^i 2.520,3 "'""^'^ 

33ie beiben SButjetn Timmen fomit auf 2 ^e^imalfleOen fitetein, 

beginnen mit 1,90 unb flnb nun ali getrennt ju bettai^ten. SRan 

finbet weiter, bog bie eine bei: äSurjeln bei ©leii^ung 9i(y) => 

jWift^en 0,003 unb 0,004, bie anbete jiDifc^en 0,0005 unb 0,0006 

liegt unb erhält nai$ ber ^oiiiecTf^en ^tttfobe: 

y^ = 0,003373; y, = 0,000676. 

ICie entf))te<^enben SButjeln bet CDigelegtcn ©lei^ung f(x) = 

fmb ba^et: x^ = 1,903373; Xg = 1,900576 

nnb oia btttte äßuijel ^nbet man: 

Xg =- 522,196051. 

2) 0(1 fC^) =s jä _ 1806s* -H 7332X •— 7450 = 
bte gegebene ©leii^ung, fo ttgibt ^äi lei^t, bag biefelbe jtoei jtcifi^en 
2 unb 3 unb juac na^e an 2 (iegenbe Sutjetn ^at. Gilbet man 
nun eine ©Uit^ung, beren SBurjein um 2 {(einei; flnb, als bie bn 
Olei^nng f(x) = 0, fo folgt bafflt: 

ys _ laOOy« -H 120y — 2 = 
unb man finbet na<^ (3) unb (4): 



120 
120 



0,033 . 



Serminbert man bie Sui^eln bet votfle^enbtn ®lei<^ung nun 
nnt 0,03, fo lefnttitt als entfbiei^enbe ©lei^ung: 

yS — 1799,9ly» + 12,0027y — 0,019973 = 
unb ifietnäd) tuitb 

2Bo 0,039946 „ 

2Ba_i 3599,82 
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S)uri$ Stminberung bn SButjeln ber letzten ©Itic^ung um 
0,003 ge^t bUfcIbe üUt in: 

y» — 1799,901 yä + l,2032G7y — 0,000164063 = 0, 
tDotauS folst: 

_ 2B= _ 0,000328126 _ 

B„Z. 1,203267 O'*>00272 ... 

_ ^^ = 1,203267 _ 

2B„_3 3599,802 

2)U Sßurjeln fiitb fomit oli ecliennt }U betrai^lcn. 

®e^t man nun in btx testen @Ieii$uns ber Steige na(| 0,0001; 
0,0002; u. f. ». ftfltt y, fo überjeuflt man fi^ fealb, bag tine 
SBSurjel jttifi^n 0,0001 unb 0,0002, bie anbete jwift^en 0,0004 
unb 0,0005 liegt. 

Um bie tr^e ju beflimtnen, cerminben man bit äBuijefn ber 
©rei^ung um 0,0001, Jo erhält man patt betfef6en: 
y3 — 1799,9007 y' + 0,84328683 y — 0,000061735309 = 
unb mürbe hieran« uq^ btt $otner'(c^(n SMet^obe als genSl^etten 
Strtlj flnben: 

0,000061785^0? _ ^^^^^^^^^ 



0,8^ 

2>a aber bieftr Sert^ beS giogen (Soefficttnten t>on y* wtgtn 
jlBeifel^ft ifl, fo (ete.nian jut Prüfung für y bet 3tti^ na<4 

0,00007; 0,00008; 0,00009; 0,0001 
in bie ©leic^nng. 3(ud ben für bag ^ol^nom ^iemai^ refutttttnbcn 
^ert^tn erfennt man aldbann fofort, bag bit ^Bürget juif^en 
0,00009 unb 0,0001 liegt, alfo 0,00007 in ber S^at ein un&rani^ 
barer Sert^ ift*). S)ie entfpre^ube Surjel bet urfptüttgni^en 
©leii^ung i(x) = ifi fomit 

I, = 2 + 0,03 + 0,008 + 0,0001 + 0,00009 = 2,03819. 
Uni nun bie jlbifi^en 0,0004 unb 0,0005 liegenbe äBuijcI 
obiger @(ei(^ung 

ys — 1799,901 y» + 1,203267 y — 0,000164063 = 
ju beftimraen, Betminbere man bie SBurjcln berfetben junäc^fl um 
0,0004. äJian erhält tonn ali entfpreienbe ©lett^ung ; 
y'' — 1799,8998y» — 0,23665332y + 0,000029259704 — 0, 
tooraue fi^ ergeben bifirbe: 

0.000029259704^ 
^ 0,23665332 

Da cicfei Seit^ ieboi^ ntc^t richtig fein (ann, loelAed eine 
golge befi grogen Soefpcienten .»on y' ip, fo beflimme man buri^ 
Subflitution bie ©rengen ber SBurj^ SNan ftnbet, bag bieftlbe 
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jnifi^en 0,00007 unb 0,00008 liegt, alfo fih b 

SBurjel 

xj -= 2 + 0,03 + 0,003 + 0,0004 + 0,000( 

@nClii^ erhält man ffli bie britte Suijtt 

Xs = 1801,93334. , 

g. 131. ^ufoolittt jur Uebung. 

^it TrcDen SQucjcIn bei nad)|le^enben ($ 
befiimnien : 

i)i 
3) j 

5) Ji 
6), 
7)1' 
8)r 
9)x 

10) X 

11) X 

12) X 

13) X' 

14) 5 
16) I 
16) r 
17) 

18) I 

19) !• 



9i' + 15x — 6 — 0. 

— 9jt' - 12i + 24 — 0. 
+ X» + Sx" + llx + 2 = 0. . 
+ 4x',— 6i' 4- 2i — 1 — 0. 
+ X» + 3x* — X — 1 = 0. 

— 8x» — X - 1 — 0. 
+ 6x* — 3x« — 5x — 3 ™ 0. 

— 2x' — 3i' + I + 1 — 0. 
+ 4x' _ 3x' — 2x + 1 — 0. 

— X — 6 — 0. 

— 4x" + 3x' + llx + 1 — J). 

— 2i» + 9x' + 5i — 1 — 0. 

— 8x' + 9x» + 2x — 1 = 0. 

— 10x> + 12x' — 8x — 1 — 0, 

— 8x' _ 5x — 10 — 0. 

— 2x' — 6x + 3 = 0. 
+ lOx' — 41—10 — 0. 
.+ 6x" — 4x - 6 = 0. 
_4x> + x'-2x + l_0. I 

20) X' — lOx' + llx — 3 — 0. l ""'' " 

21) x> + 6x" — 8x + 2 — 0. ) ^ 

22) x' + 16x" + 2x — 3 — 0. 

23) X» — 5x — 10 = 0. 

24) x» — 4x' + 6x' — 8x' + X — 1 — ( 

25) X« — 12x' + 44x" — 117i' + 304x -)- 

26) X» — 5x' + b%' + lOx" — 15x — 1 . 

27) x» — 24l« + 221x' — 946x« + 1740x 

28) X« — fix" — 66x* — 134x'' + 1223x* - 
+ 2562 — 0. 

29) I' + 2x» — 56x' + 4x' + 380x' + 3 
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30) X« + 12xf + 4x* — 332x» — 852x* — 104x +■ 720 = 0. 

31) X« — 6x6 _|_ 3^4 „ 2x8 _|_ 3xs _ 6x 4- 1 = 0. 

32) X« — 6xf + 3x* - 4x» + 9x» + 6x + 1 = 0. 

33) xs + 6xfi + 9x* — 6x3 _ i8x« +7 = 0. 

34) X« — 12x« + 54x* — 102xs ■+- 45x* -|- 54x + 2 = 0. 

35) X« 4- 6xS + 3x' — 20x» + Sx^^ + 6x — 4 = 0. 

c) ADflifaiS >ti Mniimifitrii mi tttiiiimi|($cti Slcf^nngcD. 

g. 132. ^ufföfuttB btt fiinomifc^en @Ici(4urigen. 

1) 3tbe ©lef^iing uon b« gorra 

y ± a = 

tfeißt eine binomtfcfje @tti(%unfl. 
6(t)t man tjierin y" = ax", 

olfo y = xy&, 

fo ge^t bicftlbe übti in 

x" + 1 = (1) 

3)a R^ ^iftno^ jebe Mnoraffiije ®lei(^unfl auf bic (infadttte gorm 
(1) bringen ISßt, fo »erben wir mä) nur biefe unfertn na(^< 
folgtnbtn Sttta^tungen ju ®runbe (tgen. 

2) ©[ttodjten wir juetft bie ©leit^ung 

X- — 1 = (2) 

fo folgt baiAud unmittflbaT: 

X = y^^ 

ob« 

X — « KH- 1 ^ C08 ± 1 am ' (3) 



*) Sßad^ ber aJWuw'Uen gonnd (I&t. I. §: iloa 3ii(. 3) ifl nfimlit^ 
(coB n + i sin h)= — cos + i sin — . 

jntt nun k eint ganje poptiBe ober itegati« Sa^I i 
it« (Steiifeung a + 4 k 91 flott «, nl|c 
.. {a + 4k9l) — sin o nnb cos (a + 4kffl) — 
fc qtfjt bictcibe ttiei in 
(cos o + i Bin a) 

unb wenn man hierin = [eljt, refuTtttt: 

,S J>, *k« . . . 4k1H 

" 1 " = yl — COB — — j; 1 Bin — — , 



«e«i(|ntt nun k eine ganje pofitiiDt ober negoti« ga^I unb man feat 



' -\- 4kiH . . B_+_4kffi 
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280 Süiifter abt^iiitt. 

91u4 bitftm 9tu$tiTU(fe ertjält man f&mmtli(t)t n 3ß 
b(c ©Uiiljung (2), wenn intiti bfltin t« SRfifje ntiil) fJflH 
tintm gernben n bie iffiftt^e 

0, 1, 2, 3, T. 



unb bei einem ung traben n bit 


SßirUt 


0, 1, 2, 3, . 


n— 1 


ft&t. 

OTan btfonimt namÜ^ , 




1) wenn n gettibe ip: 




4M .... 4M 
+ 1- coB- ±.8,n-; 


„„,_ + . ™_i. 


2(n— 2)M , . 


i.in^(°-2)''i 1, 


2) wenn n ungeca'be iß: 




4 01 , . . 4DI 
+ 1 i cos — + 1 sin — j 


8ffl , . . 8M 
, cos — + I sin — i 


....««*(-'>« ± 


.^.^2(n-3)!R. 
n ' 


c„.ä(°->)'' + 


i™^«-')« 



3m npm gallf W alfo ^'+ l jwei teelU Si 
im anbertn Sollt nur eint. 

3) Silbet man baft *.ßtobuft btr btn gasti ccnix 

äßurjtln 

4kM , . . 4kM ^ 4kiR . . 4kM 

cos — h I ein — unb cos — i sin 

n n n n 

tntfprtrfjtnbtn ISJutielfaftoren 

/ 4k9l , . . 4kSRl 

X — cos — + 1 Bin — 1 

\ n n / 

fo trl}&lt man ba4 retDe ^robuft 



€ft(t man I)ierin für k btr Mtiije nac^ bie oben nngtf 
Striae unb berfltffit^tiflt, baf für k = 0, ber gafror x 

unb bei einem geraben n für k = - btr ga(tor x + : 
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einmal ju nehmen iß, weil 1/+ 1 bie üBurjel + 1 nut dn* 
mal unb im jrotiltn gadt btc SBurgtl — 1 nur einmal entlf&It, 
fo er^AU man fämmtli^e quabiatif^t Saftottn bed Sinomd 
x" — 1. 

2Han ^at baljet, 
1) roenn n tjetabe ifi: 

j"-l=(x-l)(x-Hl)fx«— 2Icoa^+lWx»-2scoa^+ll.... 
2) mnn n ungeiabe if): 



StifpUf. 

1) 9fi X» — 1 = 0, 
olfo n >=» 2, fo )fat man nac^ (3): 

4k9I , . . im 
^ = coB -2-±-m — 

unli et^lt ^ierflu«, wenn man k =. unb I fe^t, 6ejügti(^ 
' I = cobO" = 4-1 nnb x = cos 2Ä = — 1.' 

2) ©9 fei X* — 1 = 0, 
alfo n = 3 unb nac^ (3): 

4kM , . . 4t9e 
X = coB —5- + 1 am — -, 

fo trgttt fii^ ^ietan« 

fftrk — 0:x = ooaO''=. + 1 

„ k == 1 : 1 =■ cos ^ + i sm ^s ^ cob 60» + isin 60* 

--1+ ^rs-i(-i + ir3). 

!Z)ie 3 Suijeln finb fomit: 

-i- 1, i(^l + iO). |(- i-irs). 

,4) ®ef)en wir nun jur Untetfndjung bet ©lei^unfl 

X» 4. 1 = (5) 

ab», fo er^lten mit ^lerauö fofort: 
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Wtan fittbtt iilnwS f&mmtlf(^c a ^utjeln btr @ 
wenn mnn btr JRd^e nnc^ ffatt k bei tinm flt 
9BtttI)( 





0, 1, 2, 3, 


....^-1 


unb bei einem 


ungetabfn n 


bit 9B«%' 




0, 1, 2, 8, 


n— 1 
.... 2 


m 






Wtan btJommt nAinlt^, 

1) ivenn n tjetabe iQ: 

•2M , . . 29t 6M 
c!oe — j: 1 BiB — } cos — 

c„.L«+i.i„V...., 


. . . 6S! 
±..ui-i 

,0, ^»-y« 



I ivtnn n uttgerabe iß: 



5) Sdilbft man roitber ba« ^rotufl ber bei 
aSurjeln 



entfpterfienben Surjeifaltoren 



*) Stnn fc^t man in tiet (ülei(!^mig 

(coa « ± 1 sin o) ■> = ooa — - — + i am — 
. — 281, fo Kfilttirt: 

, ..- "/ — r (3h+l)2St ^ . . (2k 
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Von btn QB^eren @Ifl$imgen. 283 

fo (rljfilt man ba« «fUt 5ßrobult 

X* — 2x C08 5^ — ■ — H 1 

n 

unb fomtt, wenn man fdr k bct 9fdf)e na$ bie obnt ange< 

führten SBett()t fe(t unb becAtfii^tigt, baß bti einem ungeraten 

n für k ^ -^^ bcr galtor x -f 1 nur einmal ju neljmen 

iP, TOfit (^— 1 in biefem gaUt bie Surjet — 1 nur einmal 
enthält, 

1) für ein gtrabed d: 
x» + l= Ix* — 2XC08^ + ij (x*— 2xco8^ + l]|x* — 
2x 008 + 1 .... x' — 2xcoa- ■' + 1 

, 2) fflt ein ungerabefl n: 

i"+l= [x*— 2xcos^ + lj jx«-2xcoB^ + l][x'• — 
(D-2 

D 

6) 3)[c ®(eicf)unfl (5) läßt |id) ou^ leirfjt auf eine ©iei^fung 
son brr juerfl betianbeiten ^orm (2) jurücffä^ren. 
@e^t man gu biefem @nbe in ber ©ieiiliung 
x" 4- 1 = 

X = y Icos 1- isin — (7) 

alfo X" => y (cos 29i + i sin 2M) 

ober x" = — y" 

fo flefjt biefelbe über in bte genjÄnfi^te ®(eid)ung: 

yn _ 1 = 0. 

@« ifl ba^et nat^ (3) 

4k3l , . . 4kSR 

y s= cos + 1 Sin 

n n 

atf» nai^ (7): 

/ 4k9J , . . 4k9t\ I 29t ^ . . 2SR\ 

X -" IcOfl + i am 008 — + i am — I 

\ n ^ a M n - aj 

D — n 

wie in (6). 
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Seifpidt. 

1) 3fl X* + 1 = 

bie gegebene @tei(^ung, fo ^at man naäf (6): 

X = coa (2k+l)9I + i sin (2k+l)« 
unt) finbet ^terna^ 

für k = : X = COB SR ± i sin 9t = ± ; 

2) ee fei ,3^1 = 0, 
fc wirb noi^ (6) 

(2k+l)2iK , . . (2k+l)2W 



unb ^icrnoi^ 

füt k : 


'* 3 
= :x = 


- + i flin ~- 


3 
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ein ^ 


für k = 1 : X — 
3)ie 3 SBurjeln flnb i>i^tx: 


^ ± 2 f ' 
CO. 23t ± i 


•in 1« ■ 


-'■■l 


(1 + t^— 


'S); 1 (l - 


- V-i 


3) 3H i' + 1 — 0, 
(» »irk ««d) (5) 

^_^^_(2k+l)28i^._^(2k+l)29i 


nnb fcttiit 

fütk 


= : 1 = 


..|±> 


Bin 



rs ± 4 r2 - — *-- 



--^r^±-,ri-- 

3)ie 4 aButjedi finb ba^er: 



anmtrtung. 3iii %n^i)nna bei binumifd^en ®tet 
unb (5) lägt fitt) auc^ auf bU auflBfung leciprDkr ®(ei*ur 
(ii^tn. 

^e nod^bem ttätntiÄ in itx (SIettiung (2) n gttabe obu ' 
fiot bte|elbf bit jwei leeUen Sutjeln — l iinb + 1 ob« ni 
Sutjft 4- 1. 2>aS tetieffenbe ßlei^ungäpoli^noni tß fon 

Bui:* K* — 1 ober tuxä, i — 1 t&eil6or. 3ft t ' 

(5) n ungetabe, fo ifl — 1 eine äflui^l bcrfribei 
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tie angebeutett ^iBifiou atS unb ftiät bm OuotinHen 9ijitt, (o ttfultitt 
eint leciprote ©leid^ung, beten SSutjtln bie aod^ llbrigtn Surjeln ber 
gegtbenen (Sleic^ung finb. 

31i j. S9. x» — i = 

bie Bcrgdegtt Slti^ng unb man bioibirt baä iPot^noin (k° — 1) 
tutd^ ben aflurselfattor (x— 1) unb [eljt ben et^olttntn OuoHtnten SHuB, 
fo folgt: 



ober 


i" + 


^, + « + j + I - « 


unb iDtnn man 




. + i_, 


ya'n finbet tjiaaBi- 


T = 


,• + j _ 1 _ 0. 


unb aus 
Dbn 


" 


-i±ys, ,. 



tl/^T 



2)i( 5 äiJurgrin jlnb ba^er; 

obtt 1; 0,309017 ±i. 0,951056; — 0,809017 ± i. 0,587785. 

. aus @leicgiing (3) müxbe man oud 



tbtn\o erbalten ^oötn: 
fürk = 0:J = coBO' = ]; 

„ k^]:x = coa 72" + ! süi72° = 0,3090)7 ±1.0,951056; 
„ k = 2:i = cosl«'±isinl44'* = — 0,809017 ±1.0,587785. 



g. 133. «(ufUfung tirr ttimratifr^en @Id(^nfira. 

1) 3ftie ©Ifidjung von ber gotm 

X»" + ax" + b = ■.■■(!) 

iDO wir a unb b ali rrell voraußfr^tn, ^ei^t tiiit ttiiiomifctif 
®ltid)ung. 

Selfanbrlt man tit^tlbt mä) Strt btr quabTatifctien ©Icidjungm, 
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286 Mnft« a6i4nitt. 

3|i nun j >'b 

olfo l/j — b ««0» fo 'P ti* 2luPöfunfl b« tt 
®It{(^ung (1) auf bte Slu^öfung btt jwci quabratifi^tn (S 

gur£t(fgeffil)rt unb lann lei^l md} %. 130 berotrfßeUij 

3fl bagegtn T ^ ^ 

alfo I/t — *> imttfliuAr, fo erhält man jiuei 

®((ii^ungm von ber gorm: 

X" = A + i B . . . . . . 

unb x" => A — i B 

wo-affo Ä = ~ ö 



B = 



l/-f 



fomft A» + B* 

ip. 

S* fei nun t + iu (ine SJntjel ber ®let(I(uiifl 
(t H-iu)" = A + iB, 
fo i(i (t iu)" = A — iB 

nnb fomft t — iu eine 2Burjel bet ©(eiiljung (4). 

9Juii (oim aber t — iu nidjt nii^ eine 9Butj 
(3) fein, benn fonp wäre 

(t— iu)" = A -L iB 
Qlfo A -(- iB — A — - iE 

ober B ^ 0. 

Sinb ftrner t, +111, unb fj + iu^ jwei ' 
Sutjeln ber ©tei^unfl (3), fo (inb mic^ t^ — iu, uii 
jwei wrff^iebene SBuTjeln ber ©(eii^ung (4); benn a 

ti — iiij ^ tj — iug 
TOürtc nn* bem oben SSorgetragenen im Sßibetfptud 
3Jornu$fet(ung folgen, t>ai md} 

tj + iu, = fg 4- iu, 
ioAr. 
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Son bm tjS^txm (Sleid^ngtn. . 287 

@ammtli^e Surjtln btr ®(dd)ung (4) finb ia^tx 6f jic^ungä^ 
weife bi( coniuflirten Sffiftt^e 6« fÄmmHidien SButjeln ber ®t. (3) 
unb ti gmägt fomit nur bie Muflöfunfl bitfet ©Itidjung 
fmnen ju (tmen. 

9mft x" = A + iB 

folgt: X =. pA+lB 

ober TOenit a (inen SBinfel bejfidintt, welcher bm ©leittiungm _ 

A = r C08 a, B =3 r sin or 
flenftflt, alfo 

r» — A* + B* = b, r =- j/A» + B» = Tb 
iß unb man fet)t 

A 4- iB >— r (cosa -f- isin»), 

auc^: X = r" (cob« -|- iün«) " 

obtt na(^ bH «Ott auf ®. 279: 



= f^b C08 — ' h I sin - ■■[ 

®(fet tnan Ijietlii fflt k ber ffttiitt na* 0, 1, 2, 3, . . . (n~l), 

fo et^tllt man bi( Sucjtln btr ®Ui(öung (3). 

^fe 3Butjeln bti @Iei(t)ung (4) lotiben ba()eE na(^ Obigem 

erhalten, totnn man in btr @lti(^ung 

«2. / a-l-4kSR . . «+4kSR\ 
, = ^b(co8— ^-.8,0-^-) 

btr iStilK nttd) für k bit ffitrt^t 0, 1, 2, 3, (o — 1) 

tinffi^tt*). 



') 3" biefcnt SltfiiTtatc gtkngt man auc^ unab^ngig wn oErign HaU 
ober 

A - iB _ ^ - [t^!±^)'- (Ö)" 

(t^t. 311 nim s tine SBurjt! tei itftdigung (3), fo ift ^«naA ^^ — eine aSnrjel 
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®AmmtI{(^t SSurjtln btr tiinomifdjtn ®lti(^uT 
fomit trtfalttn, tvtnn man in bm belbtn Sludbiüde 

- + I sin - 

a-t-4k»\ 

für fc btr 3ttli)t mii bif"2Bett^e 0, 1, 2, 3, . . . 
2) Silbft man iai $robuft gtotitx coniugi 
faftoten, fo nljält man: 

tsn / o+4k91 , . , <.+4k91\ir '^Z «+4kiH 
._yb(coB^^-- +.8m -^-)J[x-yb(cofl^— - 

-= X» — 2x^b cofl ''±^^ + jl-b, 

alfo tfmn reellen qu«it(atifd)tn SoFtcr bcc 
©Itidfunfl. ■ 

Um feiemae^ fämmtlidw quabtatif^e gaftoren 
x*» + ax" -I- b 
gu erhalten, I)at man in oorflt^enbem a0Demelnen ! 
»iebet für k bet »ei^e nai^ 0, 1, 2, 3, (n- 

»eifiJtel. 
Um bie Sffiutjetn bet ©lei^ung 

X* + ax» + b = 

gu beftimmen, wenn — < b i(l, fe^e mon: 

n=2,r=(^b, A=— ^=rco8a, B= l' b— ^ = 

■ K 

alfo coB« =. — ^~, sin« = ~y 

fo folgt au« (5) unb (6) 

für k = : X = j^b jcos " ± i ein 

Ber ©lei^ung (4). SDJon finbet a6er: 

Vb_ yb' 
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Son Ben fiß^etm ®(ei(6mifl(it. 

mofiii; man, bo 

K a 2yb—& 

2co8»^ = 1 + CO« « = 1 - 2rb = -,2^^ 

, a a 2r"b+a 
28m*- = 1 _ 00« « = H- ^ = -2^^-- 

if), au^ fe^en fonn : 



Svife. aÜHiDKlnt ?lrit[iintl». II. i. TlKfl. 
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288 gtünftet «bf*nttt. 

®i\mmtli(^t SSurjtln brt trinomifilidt ®leid)ti 
fomit erhalten, wenn man in ben 6cibm SluSbrüd 

yb [coB — — 1- I sm — ^-~— ] 

unb 

ffic k brr Äe(^( nn* bit ffltrtlje 0, 1, 2, 3, . . , 
2) SBilbrt man W9 $robuft jtntitr contU] 
faftoim, fo «Ijült man: 

[s» / «+4kSl , . . «+lk«\ir « / «+4kW 

= X* ^ 2x^h cos ^"^^ ^_ jri 

alfo einen rttllen quabratif^en SAltor be 
©lei^ung. ' 

Um ^itma(^ fammtli^t quabiatifc^e gafloien 
X*" + ax" + b 
ju tt^alten, ^at man in »orfltI}enbem AKgemtintn 
tttieber fßt k btr «Rei^e naüj 0, 1, 2, 3, (n 

S9etfi)iel. 
Um bie äButjeln ber ©Iti^ung 

X* + ax* -H b = 

ju bePimmen, wenn — ■< b ip, fe^e man: 

n=2, r=K"b, A=— |=.rcoB«, B— ^ b— ^ = 

■ K 

fllfo cosa = -2p^, aina=-- 

fo folgt ans (5) unb (6) 

für k = : X = f*b (cos ^ ± i am 



ia maäimi (4). mm ftnbrt afitt: 

Vb ^ yb' 



ü» / a+4kgä , . . <i4-4k8t\ 
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Son 
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fiöfftren täUddöungcit. 
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für k = 


1 


X 


= -h[ 


0. |± 


-1) 




iDofür man, ba 

2.m'|- — 1 
ift, aaii fe^en fann 


+ 


c. 


« - 1 + 


a 


20— a 
^2^'b 
2rb+a 
"2rb 





■ --Ij/ärb-a +|)/2rb+. 
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Einleitung jui Se^re t)on ben ^eterm 



g. 134. Sntierßonm eitinr ßnmtile]! 

1) !ffifrbtn bie (Slrmrntf (intr Somplriionfll 
buffl bfgtitfcntt, fo nennen mir bfl« ©(nnent a, 
aI0 &n, wenn m > n iß. €tnb nun alle (£((n 
gtnbtn 3nbi((9 groibnfi, fo fagt man bie b 
p(fijon6forni entl)a(te feint ^nocrfion, im lii 
bitfelfie [o oielc 3nBtrfionfn aÜ bi( 3«^I o 
angibt mit vtelmal rin I)6I)eTt0 ISInntiit vor i 
fltrtn pf^t. 

®D «iit^ält j. 9. bie ^eimulalicnSfDrni a, e 
Onvetfion, bagegcn a^ a, a, a^ bie 3 3nGevfionen: 
84 fl^, unb ag a, 8j % a^ bie 7 Onoetfionen: a^ a 

2) Dif *ßetmutotionen fltflf bener ßlemtn 
nact in jniei Älafftii get^eilt, je nadjbem bi 
änverHonen eine gernbe ober eint ungerabe if 

3) ©inb A unb B groei ®ruj?))en »on (Slf 
(iinimttt Slufeinnnberfolge unb bejtii^nen mit burd 
bejüglid) bit Slnja^I btr 3nver^ontn in ben bei 
twA) (AB) bie anjaftf ber Sntitrrionen in btr i 
(Srnvvt unb burc^ (A,B) bitjtnigt anjaf)! ber 3nB( 
entflt^l, menn man jebeä @ltment ber @rut)))e 
eiementt btr ®tuppe B rergieic^t, fo if) offenbar 

(AB) = (A) + (B) + (A,B) 
unb analog: 

(ABC) = (A) + (B) + (C) ■+- (A,B) + {A 

(ABCD) = (A) 4- (B) + (C) + (D) + (I 

+ (A,D; + (B,C) + (B,D) + (C,E 
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üQir mtwlifeltt ^Ittau^ folgmtit @ti$t: 

a) ©tßt "101 l"!* niebftPt SIeinmt a^ vot A, fo entf)ä(( 
a^A fo vitlt SnBtrfionm aW A aDtin, b. (i- t* ift 

(a,A) = (A). 
£)it btibrn ^ermutationen a,A unb A ge()dttn foniit jut 
iiAnilit^fR Stia^t. 

®D Ftat j. %. a, a, a, a, Ett bief«ttien ^ni'^oneit iDie a^ a^ a^ a^, 
nümlii^: a, a, uiib a^ a«. 

b) Sf^t mnn bad niebtrßt Clement Si na^ A, unb 
mt^lt bifft ©tuppe « @(tni{nt{, untti xotU^tn »i nf(t)t vor« 
fommt, fo ifl 

(Aa^) = <A) + «■ 
!t)ie ^tmutAtionen Aa^ unb A getfÖrrn bemnac^ ju glei(}}tn 
Dbei verf(^ttbtntn Jttaffm, it nai^bcm bif $lnial)l brr @lr' 
menle « gernbt obrr unfltrabt ip. 

3. ». für (A) == 85 a, a, a» ^at man (A) = 5, « ™ 4, (Aa.) 
-5 + 4 = 9. 

SXigegoi fflt (A) = a, a, a^ Ifl: (A) = 2, .. = 3 unb (A^) 
= 3 + 2 = 5. 

^ erflen galle gc&fiien Aa. unb A in bie nätnltf^e, im iwciten 
abtr in Dtrf^itbcne Staficn. 

c) €{^1 iiioit bd« nieberfif Clement a, gtvifiljen tif 
(9ru)))Kn A uiib B, toett^e t)cjägli(^ a unb /? @frmentc nit^altfn, 
n>oruntfr fid) a^ ni<^t befinbtt, fo ij): 

(Aa,B) = (A) -i- (B) -1- „ 4. (A,B) 
= (AB) + a. 
'X)ie '.ßrnntitAtioncn Aa^B unb AB gehören ^ierna^ in 
gleitet ob(T vetf(^icbtRt Alafftn, je na(^bem bic ^niaffl a 
ber Elemente in A gtrabe obK ungcrnbt i^. 

d) Silbrl man fAmmtlit^e ^trmutAlionm gtgebcmr Slemente, 
fo (iit^attm bifft von itber bti bttben Jtlaffen glei(^ viele dorn' 
pIttionen. 

3)enn fe^en wir bie ißermutdtionöformm bet eipen ÄUfft 
aid pofittv, bie ber jiveiten ali negativ an, fo erljaiten 
wir jun&i^f) fär 2 Elemente a,, a^: 

8j Bg — aj a,. 

Um ^ieraue bit '4^eTmutalionen von 3 @(emenlen a^, a,, a^ 
ju bilbtn, fr^m mir a^ ber Steige nad) an bie Ut, 2te, 3te 
©teUe unb erijalten nai^ a) — c) : ' 

a^ a, Sg — Sj ag a^ — a, a^ ag -+ a^ a, a, + a, a, s, — a^ a^ a^. 
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292 eedifiet a6|*ni1t. 

3iD[f)tE)tiibc[ @a^ gilt (diiiiI für 2 uiib 3 i&U\ 
tvii tiun an, n fti aii^ fAc bit nQUmtnit a,, 
giltig, fo werben bie ^ertnutotfonen ber (n + 1 
Aj, , fl:, , ... a,u|.i ai(0 ben ^ermutationen jener 
t)a(trn, ivenit man a, ber Steitfe nad) an bie 
(n -!- l)te Stede fe&t. ©t^reibt mnn abtr a, an 
fo Anbern noc^ a) bie '^etmutationöformen i^n 
unb beibe Alaifen enthalten gleic^ viele ^ttm 
3n allen nnberen gälten, bie mir buri^ Aa^B 
brflrfen lönuen, verbleiben nail) b) unb c) bie t 
mulationSformen in i^ren Jtloffcn ober ge^en in t 
je naijjbem bie Sfnjaiil bec in A entladenen (Slem 
ungerabe ift, fo b«^ alfo mieberum von beiben 
- viele *ßermutQtion*formen auftreten. @$ ift fomi 
fammliat)! ber ^ermutationdfoiinen für (n -{- 1 
beiben Jtlaffcn g(ei^ gro^. 

annterlung. Um bie 9|Jtniiutatiotten ber (n -4 
, a^, aj, ... an-i-i mit SRtltfflcfit auf bie Qtidbtn auS ben 
^, Hg, ... an+i jn biünn, fe^ man jueii) a, aUen ! 
n (iUmente oex, unter ^ibe^Itunß bei ä"^^/ boi 
"iu jäniintliifeen $EtmutattDiien an bie 2£e ©tefle unb i 
barnad) gebe man a, bie 3te ©teHe unter Beibe^attnng 

e) 6inb a^ unb ah jiijei ßlemenle mit t 
3nbice8 g unb h, fo ip 

(a^j ah) + (ah a,) = 1. 

f) 3P A eine ©ruppe von a gfementeii, unl 
Slement a^ niijt vorfommt, fo ftnb bie jroei 
-f- (ag,A) unb « fllei(J)jcitia gernbe ober ungerabi 
S)ifferenj fict» gerate. 

3)enn ift A = a,, + a^, + . . . - 

fo ^at man: 

(A,a,) = (a., ag) + (a^ a,) + . . . + ( 
(ag,A) = (ag a.,) + (a, a^) + . . . + { 

alfo nad) e): 12 « 

(A,a,) + i^A) = 1 + 1 + . . ■ + 1 
Da aber (Aag) = (A) + (A,ag)unb(agA) = 

fo folgt m^ (fi): (Aa,) + (agA) = 2 (A) 
3)ie beiben *Pemiulation«formen Aa^ unb a, 

mit gleittjjeitig in einerfei ober verfdtiebene i 

bem bie änja'^1 ber Elemente Bon A gerabe ober: 
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einUttimg jur Sefite oon ben JFeietminanten. 2< 

g. 135. ßdjrfnft. 
9iertaufcf)t man in einet ^trmutationftfonn jro 
©lemenU mit einander, wät)tenb alle übrigen ilfi 
©tetlung teite^alten, fo äntett ficf) bic Knja^l b' 
3nöetfiontn um eine ungtrabe 3fl)(. 

Scroei*. 
6inb Bg unb »h bit jmei Siemtnte, xotl^e i^it @teQe vi 
louftfeen, A, B, C ©ruppen »on «, /?, )• Elementen, fo ift b 
änotbnung bet Elemente in ben titiben !permutation0formi 
duSgebräcft buit^: 

ÄagBatC unb Aai,Ba,C. 
S9ejei4intn nun x unb y bie ben beiben ^ermutationöfcimi 
entfprec^enben SnuerfionÄjattttn, fo ^at man: 
X = -(A) 4- (B) + (C) + {Ä,>^) -H (A,B) + (A,a,) 

+ (A,C) + (aj,B) + (ag a,) + (8g,C) + (B,a, 
+ (B,C) + (ah,C) 
y = (A) 4- (B) + (C) + (A,a,) + (A,B) + CA,a,) 

4- (A,C) + (a,,B) + (ah a,) + (ai.,C) + (B,.^ 
+ (B,C) + (a„C). 
. 3)ur^ SIbbition folgt ^ieiaud, wenn man 
(A) + (B) + (C) + (A,a,) + (Ä,B) + (A.a^) + (A,C 

+ (ag,0 + (B,C) + (a,,C) = n 
fe&t: 
X + y = 2n + (ag,B) + (B,ag) + {B,ai.t + (»^,6) 

+ (ag ab) + (an »g), 
ober m^ S- 134 3. e unb f @(. (n) : 

x-i-y = 2n + /9 + /9-l-l 
= 2 (n + ,?) + 1. 
ea ift fomit X -|- y eine ungerabe 3a^t unb ba (x + 3 
+ (x — y) = 2x, a(fo getabe ift, biefe beibtn3a^Ien fom 
flleif^jeitig gerabe ober ungerabe finb, fo ift audi x — y eir 
Tngerabe 3*^1- 

3ufö&e. 
1) !Da man narf) S- * burtt) 93ertauf([)ung »on jebeflmt 
lur jwei Slementen oße ^ermutotionen gegebener etemeni 
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294 ®ed|fter ab|*iiilt. 

trffalttn tarn, na^ obigem ^a^t fti^ bie Slnja^t ber^: 
tabti itbt6mal um eine untjerabt 3<>^I Anbttl unb < 
tttaifct)« ©Hmni( tton uiiflftabtn ä*»^'™ gernbe ober 
auÄfäHt, je nn^btra itire Slnjn^I gernbe ober ungeral 
finb bte, ben aufeinanb» folgenben ^ermutntiontn entfj 
3nBerfionen nbwedjfelnb flerabe ober ungtrabe. 

2) 3n jeber Älaffe gibt ti gleidj Diele ißeciimtatio 
weil für n > 1 bie ülnjn^t n! ber 5P"iiiiitationen ( 
(Sergl. §. 134 8. d). 

3) a)fl in ber erften ©ompterion a,, «g/ag, ... 

veriion DorFoinmt, fo lA^t ftd) itbe ^ermutationdforin h 

Älaffe biirt^ eine „^"„bj Sliijfl^l ton aSertaufdjungen ' 

mal nur jroei Elementen auö ber gegebenen (£ßm))lerlot 
^dt man balier bfe ^eimutaüonen in bri Ocbnu 
fcftrieben, baf jebe folgeubt aufl ber nfl(^p »ot^ergeften 
Sßtttaufi^ung Don nur jwei eiementcn entfielt, fo ge^ 
felben abroecfifdnb in virf^lcbene Älafftn unb ^nb fi 
abroec^felnb mit »erftftiebenen aSor^eit^en ju »trfe^m, i 
erpe Somplerion als pofiti» anpfe^en ip. 

g. 134>. 2)etmninante tintS BWm& Oon n* &a 
1) aSenn m ^orijonlalretljen (3'ilen} Don 
menten, ober »on ber anbeten Seite betrai^tet, n aStrtif 
(golonnen) »cn ie m Elementen ju unterfdieiben 
menbet man jur 39ejeid)nung am öott^eilljafteflen jme 
ob» SRumern an unb verfielt unter ai^ ein Clement, b 
3nber i bie ^orijontalrei^t, beffen jroeitcr 3nbet k bc 
©teHe beö eiementeö in ber betreffenben ^orijontalreif)! 
Serlifalrei^e angibt 

Sflr fimmllidie um Slementt ^at man tfiema^ : 

»1,1 ai,J »1,3 H* ■ • ■ ^l.n 
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3fl iD = n, fo ^fi|jt bie JSdfte bet klemmte a,,i, aj,j, 
a»,», . . . ai,n, WetiJje in ber ^Diagonale befl buti^ bie a* (Slc^ 
mmte gch'lbdrn Ouabratd f)fl)en, bft S^Ugonale be0 Oua> 
brate jenet n* @(cmentt. 

2) Unter ber itieterminante be« ©tjfitm« »on n' 
ettraenttn, weldje in n ^oriaontalrei^en »on \t 
D @[einenttn flt^eii, verfielt man bnd iSggrtgat bet 
*ßrobufle von jt n Elementen, votlä)t fäinmtlid) ttti^ 
ft^iebenen J^orijontaltei^en unb »erfi^iebenen SJer^' 
tifalrei^en aufle^oten. 

S)aö 5ßrobii(t b« in ber Diagonale fteljfnben Elemente bilbet 
l}mbti tia$ älnfongSglteb. Um mi biefem @)itbe 

ai,i a2,a 83,3 84,4 . . . an,n 
tie 3)fttrminaiite ju entroideln, laffe man bie 3*iS" ber SJerti« 
falcei^rn unveränbert, t^ermutire aber bie Beiger ber ^oiijontaU 
reiben unb fe^e hierbei bie einjelnen ©lieber als pofitiB ober 
negati» an, je ncitfebem bie 9lnjaI)I i^rer änBerfiontn gcrabt 
ober ungerabe ip {$. 134 2). 23a« erfle ©lieb ber a^eteraii* 
nnnte ifl ^iernadj fletfl pofiti», ba ffimnitlirfje SnbiceS peigenb 
fltotbnet erfi^einen. 

anmetlung. Siie Siftung Bei: ^innutattDiitii gefc^ie^t ^iec6et 
am jiMimüSiäften na<ti §. 4, mert atSiiann naiii §. laä. 3ii(. 1. tie 
aufeinanfier fotgeirten ©titiei: bev Sleterminante a6toec&fenb poruiu unb 
negatm finb. 

3) ^k Iirterminnntc »on a^ (älementen Ijeift nter Crbnung, 
ibeil beren ©lieber burt^ äärobufte »on n gaftoren gebilbet »erben. 
9?a* §. 5 6cftel)f biefelbe au« n! ©liebem, reelle na^ 9. 134 d. 
jiir §ä[fte pofitt», jur ^Sifte negatiu finb. 

i) 3ut Söejeidjnung ber 3)eterrainante fdjreibt man ba« 
S^iiein ber (Slemente jwifcfien jwel aUettifalfIricfjt, nlfo: 
»1,! ais . . . ai,B 



«3,1 



aj,s 

«8,3 



Äörjer bejeie^net mon biefelbe aut^ burdj: 

S + »1,1 83,3 aa,3 ■ . . an,!!, 
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Ob« aUgfintiner btitc^ 

^ + ai,p a2,q aa,r a4,, ... 
roo rt(^ bie @ummation auf atlt ^eimutalionen 
btr 3fl^lci» 1, 2, 3, ... n bejieljt unb ba« 3Hd)en 
ju btßimnitn ift. 

5) 8ä^t nifllt miö b« Sifterminantt (1) bet d 
itgenb eint ^oxiiontat' unb iigtnb eine Seitifatr 
et^nlt man eine iDtterminante (n — l)ter Ocbnun 
Stjufi auf bie i^r ju ®iunbe Ikgenbt 3)tterminani 
fonbm fiiic^ eine Untetbelerminflnte tioii jenei 
man in ber 3>etenninrtnte (1) x §orijontaIi unb x 
roeg, fo eili&lt man eine Unteibeterminantt bti 
Dtbniind Don (1). 













aSeifpieli 


1) 


ai.: 


1 ai,i' 
1 ^,t 


= ai,i 


ft3,t 


— a^i ai,5 


2) 


i 


i ag,j 
i a3,i 




{•^ 


1 aj.J 88,8 — 

- ai,i aj.2 aa,3 


S) 




^.h 


= a, b. 


- 


a, b. 


4) 


j8 
5 


^h 


: 8.3 - 


- 2, 


, 5 = 24- — 




^ 


h, c, 


•1 t. 


. b. 


c, — a, b„ 



5) !«, b, 0,1 



1+ ., 



6) 3ft bi« iDeterminante nter Dtbnunfl auf bi 
gelehrte, Seife auö bem Slnfangflgliebe gebitbet, ii 
erfien 3nblrf6 petmutitt, fo faiin man, ba bie 
gattoten widfurli^ ip, bie Slemenle eine« jeben 
nai) ben S^ig^tn ^" ^orijonlaltei^cn orbnen. 

©0 ifl j. 99. nai^ »otpe^enbem SSeifijiele (2) a 
!ai 1 ai 7 ai 3 r , 

L ' „ ' „ ' fai,i aä,2 aa,a — au aj.a ag,j + 

lazi ass a2iii = i i 

„ l l— ai.ä »2,1 aa,n + ai,B aa,s aa.i - 

|a3,| 83,2 a3,3| ' ... 

Wm fiftel}! ^iecauS, ba^ in vorliegenbem %i 
minante aui^ babur^ gebilbet rcerben fann, baf u 
Snbicefl pcrmulirt unb bie erßen unvetänbert Wf 1 1 
Ijictbei naä) tec Slnja^l ber entfpKi^enben 3ii^ei:|ii 
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Um bit dtic^tigttil bieftS 9luefpcud)td aOgcmein ju bmtiftn, 
f" »fl,i V* Vs "s,t \i ■ ■ ■ 

tin ®lieb btt ftflm 9notbminfl, a ß y d s . . . al^o eine *4}er* 
mutationdform ber @(emrnte 1, 2, 3, 4, . . ., 
bflfleatn a, „, a,_^, flg j,, a, ,. a, ,. . . . 

ein @[ieb bet jtveften Stnorbnung. 

Oljnt Stürffi^t fluf ba8 3fi*"i '"'fffft «&'» Jetc* ®licb bet 
(cflen ^liioibnuiig, wenn foli^ed nad} ben jweiten 3><btced geocbnet 
iDüb, ein @lieb btr jweiten Slnoitmung unb ba jroei verft^iebene 
bet n! ©liebet jener änorbnung nuc^ iroei »etfiJtiebene ©liebet 
ber jweiten Slnorbnung 6efiiirtmen*), fo (tljflit man auf bitfe 
SBeife bie möfllit^en n! ®!ietet bief« leiteten Slnorbnung, wenn 
junAdiit (luf bafi ^tiä)tn leine ?{ü(ff1(i)t genommen wirb. 

Um nun noc^ nadjjuwcifen, bag bie beiben ^norbnungen 
aut^ bejflfllii^ bet ^tUtjm ßbeteinjiimmen, fei 

. . . a.,p . . . ay,q . . . reo q > p 
ein ®(ieb bet etflen SInorbnung aa,i a^,a ". . . , in wetd)ft &x,p 
%,q eine 3n»et(Ion bilbet, aifo x > y ip. aSitb biefe« ©lieb 
na^ bet jrceittn ^Incrbnung ai,B- ai,^' . . . georbnet, fo folgt: 

. . . ay,q . . . a,,p ... 
unb bn q > p, fo bilben bie jroei (Stemcnte ay,q unb ax,p eine 
Snttetjion. 

3|i in bet ei^en Slnorbnung x < y, bitben alfo baftibft 
bie Elemente a,,p ay,, feine 3n»tc(ion, fo tjijMl man 

_^_____ . . - ai,p ■ . - 8y,q . ■ . 

*) 2xnn p!b a„ , a^., a^^ a, ^ a, 5 
unb a„., a^. a^,,, Sj. < a,. ^ 

gnttt Dttf^itbent Mtb« btr erjlen anorbnung, fo lann jiinä*|l nidjt 
gUi^jeitig 

„=-.„', ^ - ^, 7 = }■',.. . 
(ein, »eil fonjl bie beiben ®tteber ibentififi wäxta. 

ea (ei nxm ^ ni(|t gtei^ i', alfo etioa J = 3, J''= 5. Oibnet 
man min bie Etnnentt nai^ ben etften ^nbiceS, (0 iiefuttirt; 

\p Hl ">,! *4.» *B,t 

unb aj p, aj q, 83 ,. a^ ,, aj, ,. 

^Säien dbet biefe ®ltebei tbeRti(0, (0 mUgte 

p -^ p'. q^ = fl'. i = r", s ~ s', t = 4 
fein, unb es tarnen alSbann in iebcin ®Itcbe iwä <SItniente au3*bti 
oieiten SQtrtiEalni^ »or, raod nid^t (tattfinben lann. 
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Aid tniivxt(!t)tnitd ®(jtb bcr jroriltn Slnortnung, voo\ 
mmtt a^p ay,q ftmfndö Uint 3iiDftfton bilbcn. 
Slnorbnuiifl fnlf)ä(t fmiiit gciiciu ebrnfc vitif 3n»rtfioi 
trjJe utib Kbtfl ®(itt ron jener finbrt (i(^ mil bemfel 
in biffft ror. 

Siiib i- 33. a^j ai,3 Ob.s »m a-j.s 

UxC ai,2 aj.ii Dm 04,1 a»,3 

jiDei cnlfpredienbe ©(Übet beit« Wnorbnungeii , fo er^ä 

erfleii gatte bie 6 SnoerPoneii ; 41, 43, 42, 53, 52, 

(Weiten Safle: 21, 54, 51, 53, 41, 43, alfo ebenfaffS 

anmerding. SJcrfieödibtr ©alj lann biiwö bie ®le 

2'(— !)• ap.i Hq.a ar,3 . . . = £(— !)• ai,p ajq a 

auSgtbrtrft itevbdi, wenn « bie anjafit btt gnocrTionen ber ![ 

fonn p q r . . . b« ffilemtnU 1, 2, 'i. . . . n tejettf 

©ummatiDii fi* fhts auf aMe ^etnmtationtn ber a etemti 

§. 137. Scittfoft. 
Stimmen in jraei €tj|)einen bie ^orijon 
btfl einen mit benS3et(ifaIreit)en bt* «nbeten 
fo entfptetljen beiben ©^ftemeii tinertei 5)etei 



©inb 
ai,i i 



bie bfiben Bij^itnt, fi> erfe^en mit IjietrtuS fofort, 
ai,k ein ®Iieb be« tr^en ©ijflem« ifi, ba« entfpre^ 
be* jiseiten ©ijfteinfl ai,,i Ijetfien mu^. 
Sejtii^nE! nun 

3l,p "s.q &S,r tl4,a . . . an.n 

ein ©tiefe ber Deietminante beö erften ©ijflem«, fo 
$. 136 4. bie Sitteminante biefeS ©tjfieniS aOgemein 
roetben burc^: 

■^ ± ^i,p *3,q ^,t «4,1 ■■ ■ aii.n. 
Senent @Itebe bct Sieterminante bee erßen S^jleni 
obet ba« ®lieb 

Sp.i Bq.s St.s a»,i. ■ ■ . ShiH. 



93 


ewei». 






ai,„ 


'ai. 


aa. 


aa,l ■ 


ai,n 


i«i, 


8ä, 


fln.s ■ 
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mit tenifdbfn 3fitf)fn t« 3)ettrmiitant« bf9 jweittii Sijftmiö uiib 
bitft fann fomi( mitf) bargtfleßt luftben burd) 

■^ i %.l ^.if *r,3 ^,* ■ ■ ■ ^.n 

)Vo bie @ummalion bcn gtnd}en Umfong t)al, wie voiljin. 
%i^ btr Slnmnfung ju $. 136 6. ift a6et 

■^ i ^.p ^.q ^.r ■ ■ • '= ^ i. 8p,l %2 Sr,3 ■ ■ ■ 

»obur^ b« ©nf bewiffm ifl. 



§. 138. 8<l)rfo^. 

93eTtauf(^t inflii irgtnb jmti ^origontalrei^cn 
ober irgenb jnei SertifnUci^en eined €tjfteme mit 
einflnbd, fo nimmt bie betreffenbt Determinante ben 
entflcgengefe^ten flStxti) an. 

Seweiö, 

©inb bie gte unb bie hte Jgiotijontahei^f bie btiben ju 
»ertfluft^enben, fo ifi jn jfiflen, baf 



SluS beiben @irflemen ergibt fiä} fofort, taf aj,„ unb ai,k 
fntfprrc^enSe ©lieber berfelben Rnb, wenn i nii^t in einen ber 
SBertfie g ober h flbetge^t; ip aber i = g ober i = h, fo enfs 
fpredjen ben ©liebem ag.k unb »bx t>ti erßen ©^ßemd bit 
®lieber ah,k unb %k befl jwHten S^ßemd. 
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mtäfittx at|<^nitt. 



Stjt[il)net nun R bie £)(teiminant( beS »ften, 

jweiten 6^Pfm6 unb ift (h > g morfluflgcffft) 

+ aip a-iij as,r ■ ■ - ^g,i • ■ ■ aji.y . . - == 

+ ^l,P a'i,q *3,r . ■ . ag.y • ■ - Äh,, . . . = 

ein ©lleberpodr ton R, fo ^obfii G imb H »trft^it 
weil b(t^ finf au« bm anbtren ®Iiebt burd) 9J«ta 
nur 2 ^nbiccg [jersoroc^t, unb R fann alS Suinine 
©licbetjincirfn aufflcfn^t reerbm. 3>ie nnatofl gebill 
Bon R' finb (ildbaiin: 

T »i.p aä,q as.r . ■ ■ ah,y . . . ag,i . . . = 

Dbtt + ai,p »ä.q Ba.t . . . ag,y . . . ah.i- . . . ^ 

-F ^3,p a»,q as.r . . . a,,, . . . an,, . . . = 

m i|) bot)« 

G' = H unb H' = — G; 

olfo R = ^.(G + H), 

, R' = ^ (G' + H'} ^ (G + 

unb fomit R' = — R. 

Sbenfo ifi 

ii,2ai,s...ai,g,.. a,,h... ai, 
%,iaä_2a2,3...as,g..,aa,h... aj, 
»8.1 ^3,2 »3^3 ;.. a3,g ■.. as.i, ... ag.o 



ai,ia,,2ai.s 


.■ai.h 


a^.1%,2^,8 


..as,h 


»3,1%,« 33,8 


.. aj.h 


an,ia„.9an,a 


■■a»,t 



,ian,2a„,s...a„,g.. a„,h...a„,t,| 

3)mn lä^t man bi( ^orijontalreifjen in aSettifn 

gt^fn, fo »etroanbtin |id) beibe ©^iieine nai^ $. 131 

»1,1 as,i a3,] , . . an,i I 'ai.i aj,! agi , 

"i.it as,s as,s . . . gn_j lai^i aa_a aa,a . 



!&1.E %,K ^».t 
|ai.h as,b aa,h 



;ai.i. 



a3.h 



|ai,n ai,n 83,0 . . . an,|,l ai,n a3,n a3,n - 

wellte nac^ bem oben SSorfletrngtmn einanbet gUic^ 

§. 139. e«l)rfofe. 
DU üxterminnnte nimmt btn Sffiert^ 



-..Google 
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»fnn jW)ei,&oviiio Uta Ufitien Ober jiüfi '^frtifalrfil)en> 
beö ©vP«™* icentifd) finb. 

Stweifl. 

3|i R bie 5)et«mmante, fo ifl nacf) §. 138 R' = — R 

bie 2)ttenninnntt, \otlä}t erlintten roitb, wenn mnn btf beiben 

ibmtifi^en IRfilten «ettoufc^t. 3>fl cib« burt^ biffe SSfclnwftfjuiig 

fii bem ©ijftfnif feinerlci ajeränbcrung ^erporgfbrndjt Wieb, fo tp 

R « — R 
alfo R = 

fflr bfliebige Sffitrt^e b« ©(emeiite. 



a3etfi>iel. 



ifla.i 82,1 fta,» 

1^,1 OS.i Bf,» 

Ifls.i »a.a as,s 



§. 140. ßefttf«^. 
ffienn in trfltnb finet §otijoiitfll= ober SJettifal' 
xtiiji nur ein Sicment Don SRuK uetf(i)ieb(n ip, fo te* 
bucirt fi^ bie 2)eUnninante be« gtflebehe« ©tjpem« 
(iiif baS ißrobutt jene« Elemente« mit einer IBetermi = 
«ante bei nÜdiP niebiigeien Otbnung. 



ai.i 


au .. 


. . «1,6: . 


■ aj,n 


as,i 


ai,i . . 


. . aj,k . 


. ait.n 


ai-i. 


ai_i,ä . 


.. ai-i.k 


. ai_i. 


ai,i 


at.a . 


. . . a,.k . 


. ai,„ 


«H-I, 


»1+1,2 . 


.. a,+i,k. 


. . »1+l.n 


an.i 


ttn,» . . 


. . a„,ki . . 


. &u.n 



Unb in ber itm §orijontafrei^e nur ba8 Clement ai,ii »on 9!ull 



...Google 



»c ä ft irttM . 3^ ■«■ iBB r« 3Ü3e iLi iv c 

Inet iö, 'ü=i. - - - : — - ca. io. : — I i 

lr£ ii. I2, ix. ... 3— i IE. : — I tc, : — 1 1 

nä jma ixri i — I iiw_\w r!«zn'iie *c 

i..; »_i ... *__r »i »i.^ ... %, 




8(fi lua XXI ictrtB lü kic Sfn:££:n~lbr ai4 aftr. w tiitt 
».lue* a eii £;;lc ta 

Isx, J:2x 'k — 1 (iT, km, ik-;-!.«« . , . 

nt kx. :» k— *w. -k— l.a, .k— 1 K ... 

• k— 1 ati,:;« rr«:.:-'ffli ¥ert;=''±i«4 kikt 
Ii5 ._ I ■~*-^ = (_ 1^ lÄ: 

»* ».: »; ».t-: »..t-:-..*» 

»j« »-: »;: ■ - - »;»— t »it-; - - . *t* 



-l')- 



out tint anlm rrtiicirt imtfa, in )e<l<t<T dflr @lirt«T tct n 
^riinM:R:tr mti Sii^i^rat U9 tnrm 9litfet< Val i 
eür tittra e^'d IJii id< ata min Sof Itii^ (090(01. 
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6r6t man Md)S.136 4) R=^(— 1)' a,,, a^_^ as,, . . . a„,„ 
IBO e bie änjo^l bet Sntiftlioiirn Der ißctMiuintion x, y, z . . . u 
fccr 3flt|I*n 1/ 3, 3, ... n bfbculft, unb berürfft^tigt, öaß 
ai,x = für nfle üffifctljf tum x mit iitleiniget SIuönn^iiK »on 
X = 1 ifl, fo Kfultirt: 

R = ^ (— 1)' »1.1 aä,y »3.2 .. • »„,„ 

wo nun 1, y, z, ... u eine ^ernuKntioiiflform Bon 1, 2, 3, 
. . . Q unb « bi( 2lni(it)I b« 3nwerrionen ber ißtrmutation 
1, y, z, . . . u bfbeutft. aSfil l mit y, z, . . . u ffinf 3n* 
Verton bilbet, fo tarn man nuc^ fi^reibtn: 

R = «1,1 .^ ( — 1)* aii,y aiii . . , aou 
wo s bi> änjfl^l b(c SnuerRonen bet !P"niuttition y, z, . . . u, 
btc ä"^!*« 2, 3, ... n bejHrfjnft. 

tRun pimmen abn y, z, . . . u, flb"gcfet)fn »on bn Drbniinfl, 
mit ben ^a^tn 2, 3, "4, . . ; n übetein, alfo flimmen m^ 
y — 1, z — 1, '. . : u — I, abflcfe^en von ber Drbnunfl, 
mit 1, 2, 3, ... n — 1 überein, ober y — 1, z — 1, . . . 
u — 1 ip eine 5peniiiiifltion con 1, 2, 3, ... n — 1 uiib bn 
nu« y — 1 > z — 1 ünmittHbar y > z folgt, fo ift « auift 
bie 9lnjät)( btt 3nio«fiontn ber 'JJerinuifltion y ~ 1, z — 1, 
; . . u — 1 Bon 1, 2, 3, ... n — 1. ©ept mnn nun ap., 
= bp_i,^i, ober iP(i6 bnmit flleii^bebenlenb ip, fie^t mnn bie 
jTOeite ^otigonliilteitte unb jroeite ©erlitnlreifje ül« erfle fRei^jen 
an, fo ifi: 

R — ai,, :£ (— !)• b,.y_i ba.^i . . . b„_,,„_,, 
n)0 fltfo y — 1, z--l,...u~l eine beliebige HJetmiita« 
lion Bon 1, 2, 3, ... n ~ 1 unb « bie änja^I bet 3nBetfionen 
bebeulet. 9Jtan botf bafjet aut^ fc^teiben: 

R = aii ^{— !)■ bi,p b,,, . . . bn_i,. 
reo nun p, q, ... a eine beliebige *li«niulalion Bon 1, 2, 3, 
... n ~ 1 unb e bie Sinja^l ber 3nBft(ionfn ip, alfo 
. - i>,, -bi^ bia .... bi„_, 
■ -- ■ ba,, b„- bs.ä ... bs,. 
R =- 8.- 1^.' ''"■^ f*^-» ••■ •*«." 



,,Go6gIc 






2)ie iXxtnmmante iß bnl)tr (jleid) btin ^robuftt 
@[cineiitcd »1,1 in tint anbnt Setccniinnnte, wtld)t eil) 
rotnn man bie ttpc §orijüntnlKif)e imb bie «Pe S 

ÜJurtf) anwenbung hU\ti S,efuliatf« erhalten vov 



R = (- 1)1+" a,,, 



Sßenn nlfo in bct iten ^oitjontaltt 
®l,ifber mit auflna^me Don ai,, 91ull finb, 
2)ettrininantt flieid) btm 5ßrobnlU «ufl (— 
ieneö ®lieb unb eint 2>etecminanle, \t)tlä}t 
Riitb, rcenn man bit ite ^Dri}onta(ieit)e un 
SSertilttfrei^e wegläßt. 

<5inb aÜt ©lieber Cet kten 3Jertifa(reiI)e, mit 
von ai.k, g(ei<^ StuO, fo fi^tei&e man: 

jai.i ai,j . . . ai,i_i aj,k aj,k+i . . - » 
1^,1 BfQi , . . a2,i_i as,j ^3,*+i ■ • ■ s 
lag.i »3,2 - - . afl,),_i as.k a3.k+i . . . s 



»1,1. 


. a»,a . 


. ai,i,_i . 

. iia.k-i . 


.ai,k+i .. 
.aj,H.i .. 


ai-i, 
»1+1. 


ai-i,ä 

«1+1,2 


. ai_i,k_ 
. ai+,,k_i 


ai_i,k+i . 
ai+i.k+i . 


a... 


. a„,a . 


- an.k-1 


an,k+l . . 



E- 



ai-1,1 ai_i,2 
a..i a,,, . 
a[+i.i ai+i,, 


. . ai_,,k_ 

. ai,t_i 

■ ■ "i+l.k- 


ai+i,k ai+Lk+i. 


. E 


a... av2 


an,fc-l 


a„,k a„,k+i. . 


.fl 
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ßinfeitung jut Ce^e Bon tm iDetmninaiitni. 30& 

unb mc\ä)t nun bit ^orijontalrei^rn ju SStttifalm^tn. 3Kait tr* 
I)ält al^bann: 



aii aii 83.1 . 


• . fli— 1,1 ai_i ai+i,i . 


. Vi 


a|,ä 32,2 R».2 . 


- ^-».2 at,2 »i+i,s . 


- a„,2 


ai,k-i Hk-i as.k-1 . 


. ■ ai— i.k— 1 ai.k_i ai+i.t_i. 


. a«,t-i 


ai,t aj.t as,« 


. . ai_,,k ai,k ai+i,k . 


■ a„,k 


aj,k+i as,ti+i a3,]i+i . 


. . ai_i,i(+i ai,it^_j ai+i.k+,. 


. ao.k+. 


ai,n aa,„ ag,« . 


, . ai_i,n ai,n ai+i,n . 


. A^n 



unb ba'nun une ©lieber ber ktm ^orijontalreifie mit $(udna^mt 
von 8i,t gieic^ 9iull finb, fo folgt Ijieranö nad) Obißtm: 



R = (_l)H*au 



ob« Wrnn man bie SßettifaIrfiijCH ju ^otijontfllrriljcn macljt: 



ai., 


a-i,i 


a»,! . 


. ai_ 


,1 a^.!,! .. 


- Vi 


ai,i 


»2,2 


aa,g .. 


. aj- 


.8 a,+,,2 . 


- Vk 


ai.k- 


ai,k- 


a3,ii_i 


.. ai_ 


,k-i^+],t-i 


..a„,k-] 


ai,k+ 


as,k+i as,k+i 


.aj- 


,k+l »l+l.k+l 


■ Vk+i 


ai,ii 


a2,B 


a3,n . . 


.ai_ 


,» ai+i„ . 


an,n 



ai,i 


»1,4 


ai,k--i 


ai,k+i . , 


. a,,„ 


a!,i 


a2,3 


aB.k-1 


a2.k+i . . 


. »l,n 


83.1 


»8,2 


a3,k-i- 


aa,k+i . . 


. »8,1. 


ai-i, 


»i-I, 


a,_.,,k- 


ai-a,k+i . 


. ai-i, 


»1+1, 


»1+1. 


»H-Lk- 


ai+i,k+i . 


. »M-i,« 


an,i 


V« 


aD,fc-i 


a„,k+i - - 


. V,a 



-E_(-l)"+»a,,, 



ü)tr @a^ gilt fonift aüij, n)tnn alle ®(i{bti bii auf eine? 
ein« 9JettifoIrei^e 5Wull |lnb. 



iBeiipiele. 

h '^ °it ib <• 

1) |a, N e,l - .. "' "■ (i = 3, k . 



I) 



1% 0| 

- - i. Hl Jl (i - 2, k _ I) 



K W e,' 
2) K Ol 
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K \ «hl 

i) ]0 bg eJ 






1) lüg rj =. — b 

la, Ol " j 

^ H bs «% da 



®e*fler abfifinitt. 

(i = 1, k = 1), 

j°» *■*! (i = 1 k =- 2), 

Mi Ci dgl 
«1 Iba Ob daj (i = 1, k = 



j"i ^i ^ '^1 !a, b, d I 

Ifls bg Os ds, ~ ^ 1?* .* -«: i' — 3' k — - 

'öi W d,. 



a* w d; 



Slu« Boipf^mbtin ®aee ergibt fi(j) unmittdb. 
)tft^tt iebe !X)tt(rm(n<inte aid eint fpicite von ^fy 
»argrfitllt roecben fann. 

9ttf)>iel. 

fti iai3...ai b\ \l a ß y ! 

|0ai,iai,»ai,3... fti,ni 
I0ai,ia3,jat,3... aj.nl 



I aii.}...an.n |OEIn.l&D,a&M— Bn.n! Oan.l 8 

00 «, ß, y, 6, «', ^, y', (f , . . . , ganj be 

lejeidfnen. 

§. 141. eeljrfofe. 

Sinb i&ttiintlic^t (Siemtntt, ffitlt^t fi(^ > 
Seite bet 3)iagonaltei^e eint« S^fiemfi 
llull, fo tebucitt fict bie 2)etetmin(inte tief 
luf i^t SlnfangÄglitti. 



Im ju jtigen, tag 



33cn>ti«. 



«1,1 


a,,. «,, . 


. . ai,n 





«.,! «... • 


• . «i. 





■.,, . 


.. a,,. 


'o' 


, 


■ • »...i 
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ft^en Wir aK^tmein: 

ai,i = ai,2 = ai,a = . . . . = »1.1-1 == 0. 
'Bell nun bad aOgemeine @(tcb brr ^Detttminante 

&1,P i^.q S^.r "4,1 • • ■ • Sn^l.i ^n,y 

roo pqr . . . xy eine !ßmiiutation«fonn »on 1, 2, 3, ... n ifl, 
nidft Bttfdiroinben, fo (ann nur 

Päl/q^2, r>3, 8>4, y = n .... («) 

fein. Sejm »it aber p > 1 DcrnuS, fo inäftt irflrnb eine 
btr 3a^Ifn q, r, b, . . . . x, y gleii^ 1 fein, »n« einet ber ©es 
bingungen («) miberfprei^tn wfirbe. (Sbenfo fnnn nit^t q > 2 
fein, »eil fonp einer bet 3nbite8 r, 3, . . . . x, y gleif^ 2 fein 
müßte, vaai njiebetum ben ©ebingunflen Ja) miberfpredjen ipürbe. 
3)a in ana(i>gei äßeift gefolgert roerbett fann, baf nidjt r > 3 
u. f. f. fein fann, fo iP affo: 

p = l, q"-2, r = 3, ...y = ii 
Unb ai.i Bä.a 03,3 . . . an,n 

b(i9 einjige ntd)t oerfc^inbenbe @Iieb ber 3:)eterminnnte. 

älnmerhing. S)ie güt^tigkit itS DDi|)etKiibcn SatjeS erf|)bt fi^ 
aui^ 6ur(J KieBe^oltt aninenbung beä §. HO. 3i"^ tSrWutetung öitneii 
na(!6fit^bc Sei|piel(. 

1*1 bi Ci i^i^ K ™ ,1 i 

^> (I ^ d! - »> " ^a 1« ■='^'''» n d^l = «.VA- 



a, b, cd, I 
(1 bjCjdj- 

2) Cjd,i 

;o d, . 
!o u « e» 



d.l 
,b,r,d,( 



=«.'!;"s^d:g='^''«!S'iii^]-*.^'^!J'; 



g. 142. leeflimmunß it^ (Soefficicnttn «u t>es (SUmented 
ai,k tit Der ©etmninontc R = .2" + ai.i Oai »3,3 .... Vn. 

Siibet man bie Ütetecminante burc^ ^etinulation ber Snbicefl 
ber SBerticaIreil}en, fo enthält lebeö ©lieb btrfelben eine« ber 
Slemente ber iten ^orijontalrei^e : 

»1.1/ «1,3/ ai,s/ - ■ ■ *U/. ■ ■ ■ Ha ..... (1) 
unb ntenn man bie 2)eterniinante nac^ biefer orbnet, fo nimmt 
biefelbe bie gorm an: 
ai.i «1,1 + ai,» ai,i + . . , + au «i,it 4- ■ ■ - ai,„ «i.n ... (2) 



„Google 
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®ec&tttT Sbfibnitt. 



Um nwn aUfltmdn ben ©otfficifnten ai,k btf SlemcntcS t 
jU bffiimiiKii, bftürfricljrifle man, baß in ben Soefftcimten 

«1.1* «1,*. ■ ■ ■ «i,lu ■ ■ ■ "l,n 

Uinei ber @Itmcntt (1) vorfoinnir, btrfelbtn alfo unsnänb 
bleiben, wenn mein an bft tSIemtnu ber Um ^oiijontalrt 
btfonbere SBebinflwnflen (nüpft unb baß fern« ofi,k (ein ®I 
ber kten Sertifalreifit enteilt. €eöt "'«" btöbalb a^ = 
unb aflt anberen ©lemenle ber iten ^orijontolreibe SftuU*), 
tefulliit: 

:ai.l »1.» . . . ai,k-l ai.t «l-k-t-l • ■ ■ »l.n 

i»*.! aa.ii ... a3,k-i aj,fc «j.k+i ■ . . aa.n 



ai-i. 



ai-i,j 
. 


. . ai_i,k_i 



ai-i. 

1 


ai-i,k+i - 
. 


. ai_j,, 
. 


»1+1, 


ai+i.i 


• ■ *i+i.*— I 


ai+i. 


ai+i,fc+i ■ 


- »H-i,. 


ai.,1 


lln,s 


■ . Vfc-i 


a„,k 


an.k+i • 


■ a„,„ 



3)iefer ßoefftcient \&it fttt) aber ali Unterbetei:mi«(inteber(n — 1} 
Oibnung batjleQen, tnbem man iuni\d}fi bit ite ^orijontal» 
jnr ti|ltn ^ori jontaleei^e , barnnd) bit kte ^ttlifatrtitte 
erjttn Seitifaliti^r mad)t unb auf bad ti^altene Softem g. I 
anmenbet. 3Ran txi)lilt: 



■■ {- 1)'+ 



ai,k+i 



. .,,. 



jÖi+l-l »1+1.5 



■ at|.i,i_i ai+j.k+i , 



•ai+i. 



|an,i an,2 . . . ao.fc-1 ^.t+i . . . a, 
Orbntt man al|o bie iDeteiminante in ber buid) 
aufigebröÄtenaBtife, fc ip ber ßoefficient be« ®[iel; 
ai,k eine Deierminanle ber (n — l}tfn Dtbnunfl, I 
ßet^enb au0 ben @(tmcnten, iDtld^e äbrlg bleibt 
rotnn man in bem urfpcängh'djen €i;fleme von ß 1 
ite ^orijoiilalrei^e unb biekte 33er tiEa (reif) e megiä 



*) Sßon (Stinte oud^ bie übitgtn iSttmentc bev kten ffieititalc 
9M [tQen. 



■ Google 



K h «i! 

1) \,, b, r, 
I", b. 0,1 



eiiiltitung jut iüm Don btn Siatxminanttn. 
Stifpiele. 

- "> k b.i - •> 

- ■> I'. e.1 - «^ 



IW Cil 
k «.1 



- 8» 



h cjI 



■^ b, 0, 



!■■ "i| -1- . !»> b>l 
!«, k,| + '' |a, b,| 



1«> <i\ 



+ <i 



«I b, 

I«. b.l 

^ «>l _ . I"> bi| 

k 0.1 "■ k b.[ 



1% Ol 



+ 0. 



!•> b,l 



Q Z dl ^ ! L 



»= z (z» — dO _ c (az — bf) + e (ad — bz) 
= z» — z (ao -f- be + df^ -[- bof + ade. 

"lud"""'" ^'"-i^^i ■'"'"*'"■' 



. 1 11 



1 11 



ii ii 



11 ii 



jl 1 a{ '' "' '* "' '" '' 

= a (a* — 1) - (a - 1) + (1 ■ 
= (a - 1}» (a + 2) 

lU 1 11 , q 21 , . ,, 

5) 5 3 2 — U ' 

|n— 4 b\ I 

= 14 . 28 - 



-4 5 



-6 



1 l 
4ij 



4—1 2 3 ■ 
3 5—12 



I 3 45| I 1 -111 II 111 I Uli 
:|— 1 2 3—2—1 28+4|3 451—3 345] 
I 5— 12| I 5—12] 15— 12| 1—1281 



^1— IS 



+ 41JH_-H-l]-.K»|-s|-|-|lJ|] 

=. 3,7+18+5.2— 2(7+8+5)+4(lS—8.S+5)— 3(2— 3—1) 
— 44 — 30 + 36 + 6 = 56. 
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®ed)fl(r S6fi!>iiilt. 



8. 143. ßeftrfttfe. 
Um eint T>eUiininantt mit einem ^af 
multipliciren, fann man fämmtlidje @[emcnt 
^orijontaU ober einer gjertientrei^e be« bet 
ben Svfft"^ bdmil muIlipHciren. 



3ft 



aSewei«. 

j% b, q ■ ■ 
K ^ Ug bj Cg , . 



fo Fann man nad) §. 142 fcl)m6en: 

R = a^«i -H biA + c,y, + ... 
»0 «1, /?,, ^i, ... leine Sltmente ber etften ^otijc 
enll)a(ten unb er|}ält fomit: 
pa, pb, pc, . . 
. "^ bg Cg 



a« bg Cb 



= pai K, + pb, /?, -h pCi Xi - 



= pK«, + biA + ...) = pR= p 



% bi c 

bj c 

a, b, c 



@benfo [ann man feti^en: 

R = % SPi + % 5Ps + "s SPs + • ■ ■ 
wo 5Pi, ^B, ys, •■-■ feine ©lemente ber erften 9Jei 
enlijalten nnb ti i|t ba^er: 

pa, b, Cj , . . 
pag bg Cg . . . 
psg ba Ca . . . 



'. t=pa^yj-|-paj 9.5,4-, ..=p(a,y,+ aa5pa+ 
»eiflJtel. 

" \ bal ^ '^""^^la^ hl\ ^ I— aä b^, ^ ' Bj 

3ufa?. 
enl^altenfflmmtlidjeSlemente einer §i)ti 
ober eiaer QJertitalrei^e einen gemeinfcfja 
gafior, fo fiinn biefer bem ©^fleme a[6 gnft 
angefe^t iperben. 



nigiUrrlbyGOOgIC 



IKntcilung jur 9t^K am btit i^ctemtinantcn. 
S9eift)ie(. 



kl K Oll 

1) k b. c,l = < 

K h 0,1 



I 1% b, c 

■ßt b, c 



U bi <h\ 



|11C) 

!l 1 Cg| = (itai^ §. 139) 

!i 10.1 



§. 144. eeWafe. 
©int» fcif entfpterfitnben 6Iem(iit( jiceitr §ori» 
joniafs ob(t jweier 58ertifa(reif)en eint« «Softem« 
j)roporl[onaI, fo ift bft 3)etetminaiiK ibtntif* «ull. 



Htflüi %. 143 3uf. unt> i 
a^ bi np mp e^ 
a, b, nq niq e, 
Bg bg nr rar eg = 
a^ bf ns ms e^, 
a^ bg Dt mt e^l 



S9me(e. 

139 ^Dt man: 
»1 bj p p e, 
ft, b, q q^e, 
mn % b, r r e, 
a^ b^ a 8 e^ 
a, bg t t e. 



§. 145. ßeHrfttfe. 

©inb fimmili*e eiemente einet ^orijontat« 
obtt eJnet ffitTtffatrci^t eincd 69|ltmte ülggtcgate 
loeit m ®(ieb(tn, fo Iftßt fid) bit tntfptei^enbt Df* 
Ktminanif in tin Slgattflflt Don ra ixterminanten 
aufl6ftn. 

«(»ei«. 



3ft 



^1 = Pi 4- qi + r, + . . 
«1,2 — P« + q« + Tj + ■ ■ 



ai,n = pn + q, + r„ + . . . 
unb man fegt: 

R = a,,i «i.j + ai.i «[.j + . . . + ai,„ «i.« 
TOo alfo ßi,i, «1,2, . . . «!,„ feine SIementt ber iten §oTijont«(» 
reilfe entl)allcn, fo tr^Alt man: 

B -- (Pi + qi + Ti) «..1 + (p, 4- q, 4- r. + . ■ ■) «u + ■ ■ . 
+ (P- + qa + r„ + ,..) «u 
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= Pl «1,1 + Pt «i,e + . . . 4- Pn «i,n + 

qi «1,1 + q« ßi,i + . . . + qn «i.ii + 

Tl «i.l -I- Tu «i,, + . . . + Tn «!,„ + 

Sit tiiij^elntn 9tci{)rn bttfcd Sludbnidr« ftnb nun ^rtmninantm, 
joetdje auÄ ß mtpf^en, romn mon on bie ©ttde btt ittn $ori« 
jontnlreiltt 

IN,1 «i,« at,a ■ . ■ ■ «in 

bt^glii^ bit dingen 

P. Ps Ps ■ ■ ■ 

Ol qa q» • • ■ 

Tj rg Tg . . . 
feftt. 

Stifl>iete. 

laj + «1 bi Cjl k bi cA |«i b, Oi| 

1) k + «s b, Ca = 8g bg cJ + «g bj cJ • ' 
|03 + «3 bg (^1 lag bg CgI K *»s <%l 

K + «1 + V W i^l • W W «hI K W cJ k b, Ci[ 

2) a, + «s + "» b, eJ = W bg e» + «g b, cJ + K \ «-J 
1% + «a + "a h «sl 1^8 bg cgl, |«g bg Cgj lOg bg c,] 

1) 3>fr SBeit^ tintt 3)eteiminante loiib ni^t 
»eränbert, wenn mein ju btn (Stemtntcn tintt §oii* 
jöntiilj obet (iner 9ltrtifalteif)t bit mit filtern b(i 
lirbigencoiipanten, iJofitiBenobetncgatiBenSattor 
multipliciiten Slemtntt tintt $ara[lt(rft^t abbirt. 

©tifpiett. 

K + M b, e,| k b, Ci| " kp bi c,| 

1) Bg + bgp bg (^ = a» b, oj 4- bgp bg cg 

ja. ■+- bjp bg Cg] lag bg Cg| Ibgp bg Cgj 

k b, Ci| Ibj bi c,[ k .b, Oll 

= a, bg cg, + p bg bg og -= iBg bj c^\ 

laj bg Og| |bg bg Pgl lag ba Cg; 



bi Cj la, bi ci| 

f Bgk b^ + bgk Cg + Cgk = ag b, Og| H 

be Cg I lag bg Cgl 

k bi c^l Isi bi c,| k b, Cjl 

■= k b, cg + k flg bg {^ =. 8g bg cJ 

k bg cgl . k bg Og| k K Csl 
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K -I- biP + ciq W c,| k bi Oll Ibjp b, Cij kq bj c^] 

3) ag + bgp-l-ojq b, c, = ag bj Cj -H bjp b» c, +kq bj c» 

k + bsP + Cgq bg CjI [flg bg cg| jbgp bg (^1 |cjq hg Cgj 

k b, c^l jb, b, c^l k b, cJ k b, 0,1 

— kl b» Ps + p bg bj c I + q k bg cj = k b, c, 

kbacj IbabgCal k b^ o,|, ^ b, cgI 

2) ®cbl tine dlfi^c tfntr ^Jettiininantt au« brn 

flbctgen baburc^ (»trvoi, ba$ man bitfe mit beßtmmtcn 

(Sittffkienten mulKiiIicict unb barnatf) a^birt, fo 

if) bic !X)tterm{nantt 9{ull. 

a)enn man ^at j. S. 

I a, bi cj I k bi Ol [ 

1) I a, b. c, = a, N e, + 

[a^x + a,y b^x + b^y c,x + c^yl |ajX bji c^x] 
k bi Ci I k \ o^l k b, c^j 

a, b( Cj ^ X aj bg Cj + y .a^ bg Cj 
ky bgy Cgyl k bi Cil ja, bg Cgl 

= x.O + y. - 



ja, bi a^x -f- b,y| ja^ b, a^xl la^ b^ b 
2) Bj bj OjX + bjy =^ Bg bj a^s + ag bg b 



1 b^yl 

, , • , , *'»y 

bj ajx -l- bgyl lag bg ajxl k bj bjy| 

K bi a^l k b, bJ 

= X a, bg ag + y ag bg b,! = x . 4- y . = 0, 

W bj »al lag bs bg] 

3) aSon Botftfljfnbfn ©äfen fann man mit aSort^tit bei bcr 

Umwanblung gtgtbtnti Stlcrminanttni^ftcme unb ^ietna^) bri 

ber Üluffinbung bt« aBtrt()(« b(t 6etteffmbm Dtttrminante @f= 

btaxui} mflf^fn. ^ux erläutttunn b(9 9J(rfaljren8 bim«i nadj* 

petunbe Sfifpielt. 

II xi-a y, — bl 11 X, yi — b|*)|lx,yJ«) 
1) 1 xg — a yg— b=l xg y» — b=lsgyg 
|1 ^ — " 7s — b| |1 ^ ys — b. jl Xg yg| 
Ix, — a y, — bl [1 j ll a — a b — bj 

2} =1 X, — a y, — b=l X, — a y, — bj 

k — a Ta — •»! |1 ^s — « 7« — b[ jl Xg — a y, — bj 

jl a b — bj***)jl ff b It) 
. ■=■ [l 3c, yi — b = 1 3^ yJ 
]1 ^ y» — M |1 ^«Tal 

•) SBenn man gut 2teB 8ett iral». bit mit a muttipl. itt abtttt 

J!5 " ' ' 



1 
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4 1 1 11«) 


S) 


1—1—1 1 
1—1 1—1 


- 


0—1—1 1 

0—1 1— i: ~ 




1 1— l— 1 




1—1—1 



0-2 
1—1 





-2 

2 

0- 



ttt) 
= 4. 



4) 3>it ^(ttcmtnantt 

a, bi c,| 
R •== a, b, Cg 
1% bs <jJ 
in eint 3)ftecminante jweiter Dtbnung ju »emanbtin. 

9Iufl6fung. 
^Att ^at no^ $. 144 un^ o6igtm Sufo^t: 






1 h<>i \^ — biCi 
1 Vi Nos — bjCil 



*i W 

•» bj b^c, — 

lg bj \ct — bt> 

ja,b, a,bi 

= a,b, Bibg b^Cg 

ajbi ajbg b,Cj, 



b,c,i 



I 'a,b, 

-bgC,|«"|a,bi a,b, — a^b, \ 



= a, ftjbj — Bgb, biCg — bjC,' 



iaibj — ajbi b^Cj- 



|a,l^— Bjb, bjCg— I 



f'iKbj — ajb, bjCg ■ 



-b,o,| 



•) SSSom man gut 1. Sertilolt. tie ©umitie b« %, 3. iinb 4. 
**) „ „ „ 1. §origontalr bit ©ummt tut 2,, 3, unli 4 
*^ asartf) »Dbitiim b« 2. unh a. »(rtitaheife«. 

t) „ ,, ., 2. „ 3, ^ortjcntalrtifie. 

|-t) ÜDutdf) Subtrattion b« 4. gerijontalratit Don btt 3. 



) 9]a(^ S' H(i. 



T 4. ßcmontatnifit i 
4. »tttt(att«6« Dor 



bei 3 
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einteilung jiw Sefirt win itit ®(laminnnten. 



1 i 


10 


20 




1 5 


15 


35 




1 6 


21 


56 " 


- 


l 7 


28 


84 








11 6 


15 




1= 


Ol 


6 






!o 1 


7 



1 4 


10 20^ 


1 


5 15 


1 


6 21 


1 


7 28 






B— b 


»»— b> 


a^- 


-b 





b-c 


b'— c" 


b'- 


c 





0— d 


0>-d« 


e''— 


d 





d— e 


a>— «' 


d'- 


e 


1 


6 


e* 


e 






-b' 


a> — b" 


a* 


_ 




- c' 


b'-c« 


b' 


— 



1 b b» b» b* 
1 c c* c' e^ 
1 d d* d» d* 



e d* — e* d» — e» d* — 
ober icemi man ba« $TDbu(l 

(a — b) (b — o) (c — d) (d — e) -= P, 



= Pi 



a" + a»b + ab» + b^i 
b> + b*c + be» + c' 
c8 + e*d ■ 4- cd» + d» 
d' + d«e + de» + e»! 



1 a + b a* + ab + h« 

1 b -f b» + be 4- c* 

1 c + d e» + od + d» 

1 d -(- e d» + de + e» 

a— c a*-o«+Qb— bc a*4-a»b+ab»— b»c — bc» — c^ 
db»— d»+bc— cd b»-|-b»c+be»~c»d— cd»— d» 
■e 0»— e»-|-ed— de c«+c»d+ed»— d»e— de»— e» 

1 d+e d»+de+e» d»+d»e+de»+ e» 

a— c a» — c»+ab — be a'-}-ft»b+ab» — b»e — bc»— c* 
P, b— d b»— d»+bc— ed b'-)-b»e+bc»— c»d— cd»— d» 

c— e 0» — e»-J-cd — de c*-|-c»d-f-cd» — d»e — de* — e' 

ob« XDtnn man (a — e) (b — d) (c — e) *= p, 

feet, 

1 a+b+e a« + ab + ao + b»+bc+ c»j 

= — PiPs 1 b + c+d b»H-bo+bd-t^ c»+ od + d» 

[1 -|- e 4- d c» -I- cd 4- ce + d» -j- de + e*i 

jO a — d a» H- ao + ab — bd — cd — d*i 

■= — Pi Pg b — e b» -f- bd 4- be — ce — de — e» 

!l c H-J+e c» + ee + B» 4- de 4- de + d»[ 

.= __ P P k — ^ a» 4- ac 4- ab — bd — cd — d»| 
^ '^» |b — e b» 4- bd 4- bc — CO — de — e»| 
ob« (a — d) (b — e) = P. 



■ Google 



@Ecf)ftev abf^nitt. 



■= — Pi P, Ps 



a -h b + c + ( 
b 4- c 4- d 4- I 



P, P, Pb (e - a) 

= (a_b)(a-c)(a_d)(a-e)(b-c)(b-d)(b-e)(c-d}(c_e){ 



a b c d 
,^ bade 
' c d a b 

d c b a 
ob«; wtnn man 

W. 

1 b d 

1 a d o 

1 d a b ' 

1 c b a 



a 4- b + c + d 
- b + c + d 



d a b 

+ b + c + d 

i + b + c + d = S, 

c d 

Oa+b— c — d d+o— a— b c+d— 
1 d a b 

1 c b a 



ober wenn man bie ^di^tv. b« 2ten 8trti(a(rei^e önbett unb 
c + d — ft — b = S, 

(«et, 



.-S,S, 



— — SiS, 



1-b c d 
Olli 
1— d a b 
l—c b a 


8,8. 


1 - 



0- 

1 - 


-b 

1 

d + 


1— b 
1 
c — d 
b — c 


1 

a~b b 

b- C R- 


i 
-d 


+) 



a— dl 







itft) 



= — Si 8, c— d a— b— c+d — a+b— c4-d 
i a— b+o— d| 

)— o4-d ~a+b~c+d| 
a— b-t-G— d| 

= — Si 8s (a— b - e+d) (a— b+c— d) 
= (a+b+c+d) (a+b-c-d) (a-b-c+d) (a-b+c— 

*) Senn man gur Iten ». W 2te + 3te + 4te S. abbtrt. 
**) S[B<nn man fiatt b(t 2ten 6. bit 2tt + IM — 3K — 4te §. 
***) aikim man ftott her 3ten §. bie 3te — 4tt §. feßt 
ti ,. .. „ „ 4tüi „ „ 4te — ite „ „ . 
tt) ®lo" ber mn ffl. bie 2te — Ite ». 
ttt) -, -. 3'en »■ „ 31t — Ite aj. 



D,g,t7„lb,.GOOgIC 



Cinleifung ^ux Sefire Dpn beii JJetenniiianteii. 
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%. 146. SiufIdfURB tfnes SQftemS don Slei^unflen Ii«S 
cvfien ©roll es. 
Seftt mon, um tinen beflimmttn gntl »ot Mugm ju Ijabm, 



:.,b,oJ 


1 l"l' 


b 


. «il 




l%x 


+ b,y + 0, 


z b, 


0,1 


«ib.»i! — jl»." •>. ».! — J V + I>.y + V b. cJu.f.n) 


'■, b, e,l |i,ii b, c,l ;a,i + b.y + c,j b. c,\ 


fo fol9t: 


,, b, 0, 




a,x + b,y + c,z b, 0, 




s 


>, b, 0, 
», b, 0, 
% b, 0, 




ajX -^ bgy + CgZ bg Oj 
V + b,y 4- c,z b, 0, 
a, a,x + b,y 4- o,z c, 




y 


a, b, 0, 
% b, 0, 
«1 b, 0, 




a, a,x + b,y + c,z c, 
a,. %x + b,y + c,z 0, 
a, b, a,x 4- b,y + o,z 




z 


«, b, 0, 
«. K 0, 




a, b, a,i 4- b,y 4. c,z 
H K ajx 4- bsy 4- C.Z 




@inb Ulm bie aßert^e vm x, y, z buti^ bit ©Itlcftungtn 


».I + l>iy + %2 — <li 


V + b,y + 0,2 — d,l (o) 


dgs -h bgy + Cjz == dg 


bffHmmt, fo ^at man; 


|"i K i=» ^ lii "1 "i b, 0, a, d, 0,. 


I «, b, c, = d, b, 0, y % b, c, — ., d, c. 


k b, 04 d, b, 0,t a, b, 0, a, d, 0, 


a, b, 0. a, b, d. 


z «1 b, 0, — «, b, d. 


". b, 0, |a, b, d. 




analog finbtt mnn aü$ btn oi«r ®lti(^iingen : 


a^x + bjy -f- c^z 4- djt =. e, 


V + b,y + c,z + d,t — e. 


»,x + b,y + 0,z + d,l _ 0, 


H^ -t- b^y -h 04Z + d,t = e^ 


bie Unbtfanntm tMxü) bit ®lei(^uiigen : 




•i \ 0, d. 




Ol K Ol d. 




X 


', b, 0, d, 
«. b, 0, d. 


- 


., b, 0, ä, 
Oa bg Cg dg 








»1 


b, c. 


ä. 




0. b, c, d. 







n,g,t7rrlb,GOOgIC 



31S 



®e*(lcc illb|«iiit 






la, bj e, <I, 

Qg b, e, (I^ 

'»s bg 63 dj' 

"4 K ß* ''4I 

"1 '^1 '^i ^li 

b. c^ ej 

b. c, e,\ 



i«! K <^ dj 

flj b^ Cj dg 

^ 1% ^ Ca dj! 

ja^ b^ Cj d^j 

"1 \ '\ Ji' 

a^ bj Cg dg! 

^ % bs rj dji 

a* *>* ^4 "l*! 

;% bi Ci djj 

iSg bg Tj d,' 

* jag bs Ca daj 

[a^ b^ c^ d^l 

3n a^nlit^n Steife gilt ba« @efc$ fär ein iS 

D @Iti(^unge)i. 

Um olfo ein gtotbnettö Softem »01t n ®leid 
(tfttn ®tabeft aufjulöfen, bmcftm man jutrfi bi( 3 
btfl S^pem« btr n» 6oefficitnten btr ©ticbtr b« 1 
aldbann bit n S^tteiminanten, n>(l(^t man bri fRti^t 
voma man flatt b« 1, 2, 3, . . . nttn Sßertifalrti^e 
3)fUiminante btjtigltd) bie $erlifalreit»c, mtldje burd) 
bn rechten 6eite b» ©Uic^ungcn gtbilbet tviib, 
:£)ie n Ouotftntm aai jebtt bieftc n !2)etetminanttn 
liefern alflbonn bit SBeri^e bet enffpKc^enben n Unb 

|a, b, ql 
annieilung. 2)k Sttetmiiiante ,a, bj c, (annnodi 

01«^ aiä gtmeinf(()flftli*et KenneiX/p^ für x, ] 
Stnifiungen (n) etgetenften SBertfie tKpnitt werten. 

£S tagt fut) natiitlidi aföbann bicfe :£)eftnition au<4 ai 
auSbe^nen. 

Söeifpiele. 
1) ©int X — 2y -h z = 2 

5x + 4y 4- 3z = 60 
2x + 3y — 9^ = — 1 
bie gegebenen ©leit^ungeit, fo ^at man : 
11—2 11 ll -2 1 I I,, 
15 4 3IJ0 14-2 UP*" 
2 3— 9[ |0 7— llj ' 
I 2—2 Ir I 2—2 

|17— ] 



1—111 "I1-] 



3 —9 



17- 



10 01= 
-15 0: 



*,. Google 



60,-15 4 60H125 184 ., ,„5,3.- 



Sintcitung jut ?ctire neii beii 53(tctniiiiaiilen. 

11 2 11 11 2 1[ I 1 2 11 , , 

5 60 3 = 2 54 Oj= 2 54 =;,, !:*| 

[2 —1 — »1 J2 —1 — 9J .jll 17 0| ' I 

|1 — 2 2i |5 * 0| I 5 4 Ol , s 

, ^ .,:r ■■■■": ^ "; 

iSomit tun'D 
—980 _ _ —560 _ _ —420 _ - 

* - _uo ~ '5 y - _^^Q - 4; z ~ _j^^j - 3. 

2) SB«m X -t- y + z + 2u = 12 

2x + 3y + 4z — 5u =. 28 

4x + 5y — 2z + 3u = 16 

5x + 2y + 7z + 4ii = 55 

taS gegebene ®9fttm von @leii$ungen ifl, [o ^at man: 

\l 3 1_B [ä *-5| I» 1 *| M 2| I» > 21 
I' ^ * °— 1!6— 2 S— 25— 2 S+43 4—6—5 3 4—6 
^ :2 7 4| |2 7 4| j2 7 4] |6— 2 s! 

[-2 3| _ |4 -51 I 4 -5]1 

I 7 4! ' [7 4i + * 1-2 8|J 

1-2 8; , 1 2' , „ I 1 21] 

- n' i 7 4I - * [7 4, + M-2 ä|J 
4- 4 Fl 1* -*l , 1' 2i il 21] 
+ n' I7 4i - ' i7 4l + ' :4 -6lJ 

= ! (— 87 — 255 4- 4) — 2 (~ 29 + 50 + 14) 

+ 4 (51 + 80 — 26) — 5 (2 — 21 — 65) 
= — 338 — (2.36) + (4.55) — (5.— 84) 

— — 338 — 70 + 220 + 420 — 232. 
112 1 1 2 

28 3 4 —5 — (12.— 338) — (28.85) + (16.55) 
16 5 —2 3 — (55.— 84) — 464 
56 2 7 4, 

ill \ l |28 4-51 il2 12| 112 1 2l |12 1 2| 

■116—2 8-2 16-2 31+4 28 4-5-5 28 4-5 

55 7 4 '55 7 41 55 7 4 '16— 2 3 



■4 5—2 
5 2 7 



416—2 
5 55 7 



-2 S! |4 -6| , ,, [ 4 -6n' 

7 4,-" [7 4| + ^^ [-2 S|J 

-2 äl ,,, MI , ,< j 1 21] 

7 4i - " !7 4I + ** 1-2 slj 

;-!,-28ii2l+65i;J|l 



...Google 



>[H-r:i--!-a+H:J! 



— 1 (- 812 — 81( 

+ 4(612 + 
[1 1 12 
2 3 28- 
4 5 16 
's 2 55 



+ 110) — 2 (—348 + 160 
715) — 5(24 — 196 — 2 

|1 12 2] 11 12 21 
2l5 16 S+4'3 28 — 5I— ; 
I2 55 4' '2 55 4 



, r 116 31 . |28 -51 , . 
-'M55 4I-M55 41 + ^1 



1 



+ M 



|55 4| 
128 — ; 



|55 4| |16 3'J 



128 —51 

■ I1C B 



|56 41"^^ !28 — ölJ 
112 21 112 2] 

L ,.. -, !l6 3! ■•"^ !28-5y 

-= 1 (— 303 — 1935 4- 328) — 2 (— lOl' + 31 
+ 4 {387 -I- 186 — 232) — 5 (164—12-580)^ 

^ '^ '=•4 29! 11 1 12 11 1 121 11 
■2 16!— 2 5 —2 16:+4 3 4 28 —5 3 
7 55 12 7 55 ^2 7 55! lö 



4 5— S 

5 2 7 55 



= l[8 



—2 16 

7 55! 


— 5 


14 281 
17 55' ^ 


2 |_ 


—2 16] 

7 55' 


— 6 


' '1 + 
|7 55I ^ 


2 


4 28i 

7 55I 


''7 


i:!+^ 


11 12 
|4 28 


4 281 

—2 lej 


— 3 


1 121 

—2 I6J 


+ 5 


666 — 
4(24 4- 


120 

87- 


+ 240) - 

- 40) — 5 


- 2( 
(120 



4 2811 
■2 16'J 

1 1211 



- 222 -I- 145 
' 120—100) 



e« ift baljer: 



' 282 



'}' = 



232 



1160 
232 



5;u = 



§. 147. «ufgofitti jur Uetong. 

1) 3>ie ätiverftonen finjugeben in bm ^rrinutalionä 

a) a^ Sj ag a^ a^ a^. c) a^ a^ a, a^ a^ %. 

t») "b "1 ^i "a "a ''b- l') "* "li % "1 "i "e- 



■ Google 



IH»t.i,„.9 „„ ,,5„ „,. „. &,„„„„„„ 
3) Dit »rtmnfnoiile ' » • "■ ». «. = 




<) Bit Etitrm/nanle 

"' ''i <i d,| ■ 
i'> N fi <1, 

i«4 b, c, d, 
■ JW endoirffrii. ' ' 

6) Boffelie fs, 

« l"* h'' "'1 h '■ "■! 

« k b. c ( _ L b. b I 

1"' ^ "^ «".i K .. .. ..I 

) ,«. b. <■, d, b, b, b. bj 

C' h' '' / K '' '' "' 

l"« ''< «. 'i<l l(i, d, d. d.j 

■>) h N _ - K b.l Ib. aJ 

I». b.' !.. b. - - b . 

'"'•"•'-"■«'«•-«■ ... ...... ' ' 



,.. Google 



K bi c,! 
f) aa bj cJ : 

k K *% 



1% i>3 C3; 

- :% bs c,| 



) 3)ur(i) Sitbung bcr 3)ct«miii(intfii natfjjunKifi 



°>!::1::j = »' 



r) k K «.j 

'a. b. cJ 



= 0, (f) flg aj Cg = 0. 



9) 9Iacf)ftEl)eiibe Detftmiiittnten als *Protufte tini 
mit (iner Uiitetbetetminonte in nüdlli nifbrigereii Ott 
äuf(^reiben : 

ja, Ol 
«) a, b, cJ fl 



ja» bg CgI 

lag bg Cg dg' 

(1, 

') '«, t, =. il.l 

i». W c, dg! 

lag c, dg' 



1, c, d,l 



•) 



ja. b, c, dgl 
10) 23ie !E(tmninnnte 



lag bg Cg 

a, bg . 

!a, b, 

Ig bg c, dg 

1, b, c, d, 

b, 

b. c, dg 

|ag bg Cg 

la, bg Cg dg 

' la. K ', 0\ 

k b. ». 



bg Cg d 

b, c, d 

b. Oj J 

b. c. d 



auf bif S(cf(titbmen 91rtm ald algtbiaifttif ®unnii 
4 '4!robilHeii barjUftrUen, beten jebefl eines bet @lei 
©tjfteiitfl uitb eine Untetbetttininnntt bet btitten Ot^ 
gaftottn f)nt. — 2)ie 3bentilfit bet gefiinbetien ©limine 
@nlit)iifelun9 nae^jiimeifen. 



..Google 



iSinldtiing juir 2 



n ben Setcrminantett, 



11} 9ifltt)ftf^mbe 3)etetmmanlen ju bnedinfit: 



z a a 

1) b z » 

l> b 2 



1 " 
5) _1) 



[0 b, 0,1 

]c, Cg I 

|z a a a 

|b z a a 

7) 'b b z a 

b b b z 

Ib b b b 

a b 

az Ode 

'") bz dz f 

cz ez fz 



b z a 
b b z 
b b b 



, "O 



3) 1 z a 




!l b z 




b. 


c.d. 


-b, 


c, d. 


-c, — c. 


d. 


^. -d. 


-d, 



^ a a a a f 
Ib a a a 1 
b b a a I 
b b b a ■ 
|b b b b 1 
jb b b b b 



11)' 1 b b'! 

|l o c"j 

« b 

'O a b 

a b' 

b a 



U) 



|a 1 1 1 

jl a 1 1 

'«) 1 1 a 1 

ll 1 1 a 

1 a a* a 



a 1 1 1 
lall 



lila 
1111 



11 11 1 
3 9 2 
'5 13 3 



b o 
d f 
z g 



1 a a* a" 
1 b b' b' 
1 c c* e^ 
1 d d" d> 
a b 
a b 
a b 
a b 
b a 

1 a a*; 



1 14 1 

21) —2 6 2 

3 11 5' 



16) 



22) 



5 2-4 

3-4 5 

-1 3 —2 



23) 



[2 1 31 0' 

1 2 21 1 

4 46 2' 

3 45 4: 



3 5 6 - 
5 7 18 

4 1 —1 



,.. Google 



324 


€e(lifter abfdiiiitL 


2 3-3 5 




1 5 15 35 10 


'1 2 11 —1 




1 6 21 66 126^ 


2*) 4 5 12 


26) 


1 7 28 84 210: 


7 1 a ij 


I 8 36 120 330 




1 9 45 165 495' 


12) aWfln foD nn(^rocifm, ia^ 


labe 


X,— a yi — b X,— c 


1 'i Ji ^1 


= Xj— a yj— b Zj— c 


1 »i 7, z. 


Xfl— a ys— b Za— c 


1 '.y, A 




13) Sßn(t)iicf)rn6e ©DflniK »on ©rtii^unjim mitlell 


mtnanun aufjulöfm: 


1) 4x - 5y — — 1 2) 7x + 3y — 


Sit — 2y — 8. 5x - 7y — 


3)1+ y+z-ll 4) x+y + 


3x — 7y + 2z — 9 — 2x + 3y + 2 


5x — 12y + 3z = 13. 3x — 4y + 5 


5) 2x •(- 3y + 5z — 65 6) x + 2y - z 


3x + 4y — 62 3x + 4y - 3z 


y — 32 = — 1. 5x 4- y + 4z 


7) x+ y+ z+ n — 22 8) 2«+ y+: 


3x + 5y + ^z + 4u = 55 x + 2y + 


2i + 3y - 4z + 5u — 14 4x + 5z + S 


5x — y + 3z — 2u =- 19. 3y + 5z 4- ^ 


9)x + 2y+ 4z+ 8o_12 10)x+ y+ 2 + 


X + 3y + 9z + 27u = 60 2x -}- 3y -f- 42+1 


X + 4y + 16z + 64a - 24 4x - y + 2z+: 


X + 5y + 252 + 12 


5u 


-36. 


3x + 5y — z + 



■ Google 



IttJellen. 



nigiUrrlbyGOOgIC 



I. Tiibfllf iibtt tir 9Bfrtt)r von J)„ iiiib ^„ fiit p = 



10l"( 


:(,i"iH>i)0ü 


(l,(K)iHi;HK) 


;),l)INIOIK)ll 


IIKIII.IKNICNHI» 


14660,08! 


750 


2,H750613 


0,012K-(72 ! 2,8622241 


728,I.Y.333;i 


13660,«« 


061 


2,K2!)2lliri 


0,l)2r)6744 


2,7945271 


«2:VI5600i>o 


12931.93^ 


61H 


2,7!)(>98«r> 


0,IK)K511l'. 


2,7.524769 


5»i5,rM76r>i2 


12806,87! 


m-d 


2,7730547 


0,1013188 


2,7217059 


526,8729736 


11748,321 


57H 


2,71136786 


0,(Mi418iM> 


2,6984926 


499,4506923 


11216,44' 


MT 


2,7535831 


o,077i)2;t2 


2,676rK-rtH) 


474,tf>37651 


10716,991 




2,74.-^)748 


0,1189861)4 


2,6'i.->2l44 


452,0791000 


102^,141 


547 


2,737!)873 


0,1»2(;976 


2,Kt:>28W7 


431,8070000 


9790,06. 


53!) 


2,7315KSK 


0,1155348 


2,6I6lfö40 


413,0983567 


9358,25' 


53a 


2,7259116 


O,12«:i720 


2,5975396 


3i)5,a-.81818 


8945,151 


527 


2,7218100 


0,1412092 


2>80H014 


380,7162618 


854.9,301 


523 


2,7185017 


0,154IM(>4 


2,56445r>:i 


366,82193*3 


8168,681 


:»w 


2,7151674 


0,16688.% 


2,54828:38 


353,4140816 


7801,76: 


515 


2,71181)72 


0,1797208 


2,5320864 


340,4758632 


7448,34' 


511 


2,7t»8420!t 


0,l!l2.->58() 


2,5158629 


327,9917608 


7107,87: 


507 


2,71600811 


0,2(ö35).-fi 


2,499612« 


315,94.5.943<1 


6779,881 
6463,93- 


503 


2,70156«) 


02182324 


2,4833ä56 


.304,3235556 


499 


2,6981005 


0,2310696 


2,4670309 


293,1100000 


6159,611 


495 


2,6946052 


0,2439068 


2,4506984 


282,29I90(Si 


5866,501 


491 


2,6910815 


0,2567440 


2,4343375 


271,8551250 


5584,20J 


4Sli 


2,6866363 


0,26!)5812 


2,4170651 


261,2493000 


5312,35J 


481 


2,6821451 


0,2^4184 


2,3997267 


251,0306346 


5051,10. 


476 


2,6776070 


0,2952556 


2,3823514 


241,1^6111 


4800,07J 


471 


2,6730209 


0,3080928 


2,3649281 


231,7011053 


4^8,88! 


466 


2,6683859 


0,3209300 


2347i5.')9 


222,5645100 


4327,18: 


461 


2,6637009 


0,3337672 


2,3299337 


213,7635883 


4104,^ 


456 


2,6589648 


0,3466044 


23123604 


205,2865190 


3890,851 


451 


2,fö4l765 


0,^94416 


2,2947349 


197,1219091 


3685,57; 


445 


2,6483600 


0,;(722788 


2,2760912 


18H,8M4348 


3488,«( 


43D 


2,6424645 


0,3851160 


2,2573485 


180,8625000 


3299,611 


433 


2,63i;i879 


0A179532 


2,2365347 


173,1947556 


3118,751 


427 


2,6304279 


0,4107904 


2,2196375 


165,8202304 


2945A->1 


421 


2,6242821 


0,^3I>'276 


2,2006545 


158,7283668 


2779,131 


415 


2,6180481 


0,4304648 


2,1815833 


151,9089104 


2621,011 


409 


2,6117233. 


0,4493020 


2,1(B42I3 


145,3521000 


2469,10 


402 


2,60^261 


0,4621392 


2,1420869 


138,7033193 


2323,74! 


395 


2,5965971 


0,4749764 


2,1216207 


132,3185490 


2185,041 


388 


2,5888317 


0,487H136 


2,1010181 


126,1880290 


2052,72' 


381 


2,5809250 


0,5006508 


:',0802742 


120,3021000 


1926,531 


374 


a,572871« 


0,5134880 


2,(fi93836 


114,6525000 


1806,231 


307 


2,561li66I 


0,5263252 i 2,0383409 


109,2300000 


1691,58. 


360 


2,5563025 


0,5391624 2,0171401 


104,0255741 


1582,35. 


353 


2,5477747 


0,K)19996 1,9957751 


99,0319000 


1478,321 


346 


2,5390761 


0,5648368 1,9742393 


94,2409000 


1379,29< 


339 


2,5301997 


0,5776740 1,9525257 


8.9,6449i00 


1285,05« 


332 


2,52J 1381 


0,5905112 ; 1,9306269 


8.5,2367400 


1195,41: 


324 


2,5106450 


0,6033484 i l,<i0719(«} 


80,7600000 


1110,17. 


316 


2,4996871 


0,6161856 ' 1,8835015 


76,4718200 


1029,41. 


308 


2,4885507 


0,6290228 


1,8595279 


7^,3649000 


962,941 
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IL Xabcüt iibH bit SBfrt^t vm p« mt 2:p„ ffl 



HXX» 3,(XKX)000 
"" 2,87f)Ü613 
2,tia:Bä015 
2,7flü!»83 
2,7730647 
3,702678« 
2,7535831 
2,7450748 
2,7379873 
2,7335888 
2,7&59116 
2,7218106 
2,7185017 
2,7151674 
2,7118072 
511 : 2,7084209 
507 1 2,7050080 
503li " """" 



2,6821451 
2,6776070 
2,6730209 



461 2,6637009 
456 2,6589648 
«1'' 2,6541765 



2,6180481 



2,60^61 
2,5965971 
2,5888317 

2,5809250 
2,5728716 





loKPn- I 


u'log J,04 


IL lug 1,U4 




- 1"S D". 


0,0000000 


3,(X)i)OOÖ0" 


0,0170333 


2,8580280 


0,(m06(i6 


2,7861349 


0,0510999 


2,7398886 


0,0681332 


2,7019315 


0,0851Ü65 


2,6775121 


0,1021998 


2,6513833 


0,1192381 


2,(H58417 


0,1362664 


2,6017209 


0,1532997 


2,5782891 


0,1703330 


2,55M78U 


0,1873663 


2,5344443 


04J043996 


2,5141031 


0,2214329 


2,49373^ 


0,3384662 


2,4788410 


0,2554995 


2,4529214 


0,2725328 


2.4324752 


0,289566t 


2,4120019 


0,8065994 


2,3915011 


0,8236327 


2,3709725 


0,3406660 


2,35M155 


0,3576993 


2,3289370 


0,3747826 


2,3074125 


0,3917659 


2,2®8411 


0,4087992 


2,2642217 


0,4258325 


2,2426534 


0,4^8658 


2,2208351 


0,4598991 


2,1990^7 


0,4769324 


2,1772441 


0,4939657 


2,1543943 


0,6109990 


2,1814655 


0,5280323 


2,1084556 


0,5450666 


2,0858623 


0,5620989 


2,0621832 


0,5791322 


2,0389159 


0,5961656 


2,015^78 


0,6131988 


1,9910273 


0,6302^1 


1,9663650 


0,6472654 


1,9415603 


0,6642987 


1,9166363 


0,6813820 


1,8915396 


0,6983653 


1,8663008 


0,7153986 


1,8409039 


0,7324319 


1,8153428 


0,7494652 


1,7896109 


0,7664985 


1,7637013 


0,7835318 


1,7376068 


0,8005651 


1,7099799 


0,8175984 


1,6820887 


0,8346317 


1,6539190 



1000,0000000 1 1 
' 721,15iO(X>Oj 1 
611,1318428 ! 1 
549,399888;) 
506,8991111 
475,896(X(00 
448,10ä(i210 
423,5145770 
399,6878274 
378,694ß087 
359,4004166 
34-2,3294708 
326,6646000 
311,6983572 
2'J7,4000(X)0 
383,7405198 
270,6918681 
258,2271177 
246,3307968 
234,9484327 
224,0864105 
313,3735393 
203,9609328 
193,1261804 
183,7476338 
174J«)48040 
166,2781153 
158,1487254 
150,3987276 
142,6902623 
ia''.,3522a00 
128,3676503 
121,7201111 
115,3940000 
109,3744528 
103,6472621 
97,9551690 
92*5475642 
87,4110*00 
82,5327578 
77,9003717 
■ 73,5023685 
69,3272316 
65,3646300 
61,6042843 
58,0364927 ; 
54,6520250 1 
51,2837582 ' 
48,0937556 ; 
^,0732621 i 
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n. ZabtUt übrr tif 56rrlf)c von p„ iint Ji^n für p = 4. 



.,. 


Pn. 


lo« P„. 


H log l,U4 


lofcPn- 

'-'Vit • 


Pu. 


i'))„. 


601 300 


2,4771213 


0,8516650 


1,6254563 


42,2139778 


497,96(B019 


51 


291 


3,4638930 


0,8686983 


1,5951947 


39,3726545 


465,7465241 


52 


282 


2,4502491 


0,8857316 


1,5645175 


36,6874509 


416,3738696 


53 


273 


2,4861626 


0,9027649 


1,5333977 


34,1505471 


379,6864187 


54 


264 


2,4216039 


0,9197982 


1,5018057 


31,7545295 


345,5368716 


55 


255 


2,4065402 


0,9368815 


1,4697087 


29,4923067 


313,7813421 


56 


246 


2,3909351 


0,9538648 


1,4370703 


27,3571125 


284,2890354 


57 


237 


2,3747483 


0,9708981 


M038502 


25,3425412 


256,9319929 


58 


228 


2,3579348 


0,9879314 


1,3700034 


93,4424700 


231,6893817 


59 


219 


2,3404441 


1,0049647 


1,3354794 


21,6510700 


208,1469117 


60 


210 


2,32^2193 


1,0219980 


1,3002213 


19,9697923 


186,4958417 


61 


201 


2,3031961 


1,0390313 


1,2641648 


18,3793546 


166M30494 


ti2 


192 


2,2833012 


1,0560646 


1,2272366 


16,8747193 


148,1606948 


63 


182 


2,2600714 


1,0730979 


1,1869735 


15,3806071 


131,2859755 


61 


172 


2,2355284 


1,0901312 


1,1453972 


13,9764609 


115,9053684 


65 162 


2,2095150 1,1071645 


1,1023505 


12,6575729 


101,9289075 


66 


152 


2,1818436 


1,1241978 


1,0576458 


11,4194658 


89,9713346 


67 


142 


2,1522883 


1,1412311 


1,0110572- 


10,2578709 


77,8518688 


68 


132 


2,1205739 


1,1582644 


0,9623095 


9,1687364 


67,6939979 


69 


122 


9,0863598 


1,1752977 


0,9110621 


8,1482076 


58,4252615 


70 


112 


2,0492180 


1,1923310 


0,8568870 


7,1926183 


50,2770539 


71 


103 


2,0128372 


1,2093643 


0,8034729 


6,3602300 


43,0844356 


72 


94 


1,9731279 


1,2263976 


0,7467303 


5,5812351 


36,7242056 


73 


85 


1,9294189 


1,2434309 


0,6859880 


4,8527611 


31,14297(0 


74 


77 


1,8864907 


1,2604642 


0,6260265 


4,2209440 


26,2902194 


75 


69 


1,8388491 


1,2774975 


0,5613516 


36420975 


22,0632764 


76 


62 


1,7923917 


1,2945308 


0,4978609 


3,1467407 


18,4211779 


77 


55 


1,7403627 


1^115641 


0,4287986 


2,6841000 


15,2744372 


78 


49 


1,6901961 


1,3285974 


0,3615987 


2,2993164 


19,5903372 


79 


43 


1,6334685 1,3456307 


0,2878378 


1,9401614 


10,3910908 


«0 


37 


1,5682017 : 1,3626640 


0,2055377 


1,6052315 


8,3508594 


81 


32 


1,5051500,1,3796973 


0,12M527 


1,3349129 


6,7456279 


82 




1,4471580 1 1,3967306 


0,0504274 


1,1931234 


5,4107167 


83 


24 1,3802112 


1,4137639 


0,9664473—1 


0,9256510 


4,2875923 


84 


20 


1,3010300 


1.4307972 


0,8702328—1 


0,7417077 


3,3619413 


85 


17 


1,2304489 


1,4478305 


0,7826184-1 


0,606i034 


2,6202336 


86 


14 


1,1461280 


1,4648638 


0,6812642-1 


0,4800253 


2,0140302 


87 


12 


1,0791812 


1,4818971 


0,5972841—1 


0,3956254 


1,5340049 


88 


10 


1,0000000 


1,4989304 


0,5010696—1 


0,3170075 


1,1383795 


89 


8 


0,9030900 , 1,5159637 


0,3871263-1 


0,2438519 


0,8213720 


90 


6 0,7781513 


1,5329970 


0,2461543-1 


- 0,1758548 


0,5775201 


91 


5 ! 0,6989700 


1,5500303 


0,1489397—1 


0,1409093 


0,4016653 


92 


4 1 0,6i>20600 


1^670636 


0,0349964-1 


0,1083918 


0,2607560 


93 


3 0,4771213 


l,584fl969 


0,8930244-2 


0,0781671 


0,1523642 


94 


2 0,3010300 


1,6011302 


0,6998998-2 


0,0501071 


0,0741971 


95 


1 


0,0000000 


1,6181636 


0,3818365-2 


0,0940900 


0,0240900 
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